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A SOROZAT ELSŐ KIADÁSÁNAK ELŐSZAVÁBÓL 


A műegyetemi oktatás és mérnöki továbbképzés évtizedek óta nehezen nélkülöz egy 
műszaki igényeknek megfelelő magyar matematikai példagyűjteményt. E hiányt felismerve, 
matematikai tanszékeink lelkes fiataljai az utolsó 2—3 évben több jegyzetet állítottak össze 
a matematikai gyakorlatok anyagából. Tovább enyhítette a hiányt Gjunter—Kuzmin idő- 
közben magyarul megjelent kiváló felsőbb matematikai példatára, bár ezt — magas szín- 
vonalára való tekintettel — elsősorban nem a műegyetemi, hanem a tudományegyetemi 
hallgatók részére adatta ki a minisztérium. A probléma viszont teljes megoldást kívánt 
a hallgatók és a kezdő tanszemélyzet létszánának nagymérvű megnövekedése miatt. Ez 
utóbbi körülmény azt az újabb igényt támasztotta egy leendő példatárral szemben, hogy 
az a feladatokon és végeredményeiken kívül még bő megoldási útmutatásokat is tartalmaz- 
zon. Ugyanakkor több matematikai értekezleten szorgalmazták, a legmeggyőzőbben 
dr. Alexits akadémikus, professzor, hogy műszaki egyetemeinken alkalmazott műszaki 
matematikát oktassunk, és gyűjtsünk össze megfelelő műszaki, alkalmazott anyagot. 


A minisztérium figyelmét ekkor felhívták néhány lelkes hallgató társaságában már 
korábban s hasonló szempontok szerint elindított gyűjtő munkámra. A minisztérium azon- 
nal felkarolta kezdeményezésemet, megbízott egy Műszaki Matematikai Gyakorlatok című 
példagyűjtemény terveinek, szerkesztési elveinek kidolgozásával, majd rövidesen a mű 
szerkesztésével — egyúttal biztosítva több matematikai tanszék néhány tapasztaltabb ad- 
junktusának, illetve tanársegédjének közreműködését. 


Munkánk A. és B." része jórészt a matematikának a műszaki felsőoktatásban világ- 
szerte szokásossá vált fejezeteit tárgyalja, de a megszokott keretekhez képest egyeseket 
kibővítve, főleg a B. részben a klasszikus műszaki matematika érintett fejezeteit. A sorozat 
C. része a modern műszaki matematika néhány olyan jelentőségű fejezetébe nyújt beveze- 
tést, amelyek bevonulása műszaki felsőoktatásunkba az utóbbi években megkezdődött. 


Munkánk első célja a szokásos tananyaggal kapcsolatban mindazt előadni, aminek 
műszaki egyetemeinken a helyesen, korszerűen, a műszaki igényeknek megfelelően vezetett 
matematikai gyakorlatokon szerepelnie kell. Esti és levelező oktatásunkban idevágó füze- 
teink esetleg még szélesebb körű felhasználásra is kerülhetnek. 

Munkánk második (nem mellékes) célja gyakorlati és műszaki anyagot nyújtani 
a különböző tagozatokon a felsőbb éves nappali és esti hallgatók speciális matematikai 
oktatásához, a szakmérnöki továbbképző tanfolyamok és a Mérnöki Továbbképző Intézet 
rendszeres matematikai oktatásához, továbbá az igényesebb hallgatók, a fiatal matema- 
tikai és műszaki tanszemélyzet, a kutató és üzemi mérnökök és aspiránsok egyéni vagy 
csoportos továbbtanulásához. 

E példagyűjteménynél viszonylag újszerűnek mondható célkitűzések megvalósítása 
szintén újszerű szerkesztési elveket kívánt. Ennek megfelelően nem szorítkoztunk, mint 
a legtöbb példatár, csupán feladatok és végeredményeik közlésére. Ellenkezőleg, meg- 
kíséreltük fejezetről fejezetre végigvezetni a következő rendszert: a) elméleti összefoglaló ; 
b) bő magyarázat kíséretében részletesen megoldott, kisszámú jellegzetes mintapélda; 
c) az előbbiek alapján könnyen megoldható, csak végeredménnyel ellátott, nagyszámú 
gyakorló feladat; d) esetleg rövid útmutatással ellátott és csak vázlatosan megoldott külön- 
leges (csillagos) példák; e) esetleg egyes bizonyítások vázlatos közlése a különleges példák 
között; f) végül műszaki alkalmazások bemutatása. E láncszemek véleményünk szerint 
jól szolgálhatják a matematikai elmélet és a műszaki gyakorlat összekapcsolásának ügyét. 
E szerkesztési elvek legtapasztaltabb professzoraink helyeslésével találkoztak, továbbá egé- 
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szen új szovjet példatárakban észleltünk többé-kevésbé hasonló szerkesztési elveket. Meg- 
jegyzendő, hogy bizonyára nem mindenütt sikerült e rendszert teljes egészében megvaló- 
sítanunk; olykor e sorrendtől is eltértünk. 

Az A. rész füzeteiben, professzorainkkal egyetértésben, eléggé óvatosan méreteztük 
a műszaki alkalmazások számát a többi példákéhoz képest. Erre késztetett az elsőéves hall- 
gatók műszaki ismereteinek hiányossága, valamint az e füzetekben közölt matematikai 
apparátus elégtelensége komolyabb műszaki problémák megoldásához. Még így is lénye- 
gesen bővebb müszaki példaanyagunk, mint az ismert példatáraké. 

A B. és €. rész füzeteiben — az olvasó egyre növekvő matematikai és műszaki ismere- 
teire tánaszkodva — nagy bőségben tárgyalunk problémákat a klasszikus és modern mű- 
szaki: matematika legkülönbözőbb területeiről, amelyekben kézzelfoghatóan jelentkezik a 
matetnatika és a technika egysége. 

Közismert tény, hogy a híressé vált külföldi példatárak legtöbbje évtizedek alatt szá- 
mos kiadás folyamán forrt ki, tökéletesedett. E viszonylag újszerű célkitűzésekkel készülő 
példatár fiatal szerzői tehát érthetően sok-sok észrevételt, megjegyzést, tanácsot várnak és 
kérnek ezúton is az olvasóktól, hogy e sorozat kitűzött céljának minél hamarabb és minél 
teljesebb mértékben megfeleljen. 

A minisztérium és professzoraink tanácsát követve, bátran merítettünk a legkülön- 
bözőbb jó forrásokból, sokkal inkább törekedve az anyag gazdagságára és megbízhatósá- 
gára, mintsem — példatárnál amúgy is szegényes sikert ígérő — eredetiségre. Természete- 
sen szépszámú új feladatot is készítettünk. 

A szemléltető anyag gondos szerkesztése és megrajzolása Gyurcsy Endre okl. villamos- 
mérnök kolléga érdeme. 

E sorozat megszületését megkönnyítette az a körülmény, hogy a minisztérium egye- 
temi tankönyvosztálya egy ilyen mű szükségességét, jelentőségét és elvi vonatkozásait igen 
világosan látta, és másokkal is meg tudta értetni. 

Ki kell emelnem Egerváry akadémikus, professzor számos szakmai megjegyzését és 
műegyetemi előadásait, amelyekből merített tanulságok nagymértékben emelik munkánk 
értékét. Állandó érdeklődésével és. gazdag pedagógiai és módszertani útmutatásokkal volt 
segítségünkre Gallai professzor. Meg kell emlékeznem az Alkalmazott Matematikai Intézet- 
ről, mely modern könyvtárával és alkotó légkörével a gyűjtés legelejétől mindvégig támo- 
gatta munkánkat. 

Köszönettel tartozom a Tankönyvkiadó Vállalatnak, különösképpen a műszaki szer- 
kesztőségnek, amely értékes segítséget nyújtott nekünk e nyomdailag nagy. követelményeket 
támasztó sorozat műszaki munkálataival kapcsolatban. 

Végezetül munkánkat műszaki egyetemeink tanszemélyzetének és hallgatóinak ajánljuk. 
Használják fel e füzeteket a maguk, illetve a leendő mérnökök ezreinek képzésére! Észre- 
vételeikkel segítsék elő e gyűjtemény mielőbbi tökéletesedését! 


Budapest, 1952. szeptember Il. A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ A SOROZAT MÁSODIK KIADÁSÁHOZ 


Közel nyolc év munkájával — néhány kisebb jelentőségű módosítástól eltekintve az 
eredeti terv szerint — sikerült befejeznünk a Műszaki Matematikai Gyakorlatok c. soro- 
zatot 23 kötetben. Munkaközösségünk céltudatossága és munkakedve, a minisztérium és 
a Tankönyvkiadó kitartó támogatása, bírálóink értékes segítsége és nem utolsósorban egyre 
növekvő olvasótáborunk lelkes érdeklődése lehetővé tette az összes nehézségek leküzdését. 
Noha távolról sem tekintjük tökéletesnek, véglegesnek könyveinket, mégis az első kiadás 
befejezésekor a magyar műszaki matematikai felsőoktatás érdekében végzett odaadó munka 
jó érzése tölti el munkaközösségünket. 

Könyveinket a hazai szakemberek és szaklapok kedvezően fogadták, és számos hasz- 
nos észrevétellel, tanáccsal voltak segítségünkre. Köteteink az évek során több keleti és 
nyugati államba is eljutottak. Ez év nyarán pedig abban a megtiszteltetésben részesültünk, 
hogy a belgiumi Nemzetközi Mérnöki Matematikai Kongresszus vezetősége kiállította és 
idegen nyelvű, vetítettképes előadásban is bemutatta a teljes sorozatot, figyelemre méltó 
érdeklődés és elismerés mellett. 

Most, a második kiadás során a sorozat fejlesztésének, korszerűsítésének — a meg- 
alkotásánál semmivel sem könnyebb — munkája vár ránk. Természetesen, az első kiadás 
munkálatai során szerzett gazdag tapasztalataink, az újabb hazai és külföldi szakirodalom 
tanulmányozása, továbbá a könyveinkről kapott hazai és külföldi észrevételek jelentős segít- 
ségünkre lesznek. Remélhetőleg, módunk lesz a műszaki matematikának néhány újabb 
diszciplináját is feldolgozni a sorozatban. 


mi 


Amikor munkaközösségünk változatlan céltudatosságáról és munkakedvéről biztosít- 
hatom a magyar műszaki matematika híveit, egyben ismét kérem bírálóink, olvasóink, 
valamint a minisztérium és a Tankönyvkiadó további szakmai, erkölcsi és anyagi támogatását, 
nemkülönben a Franklin Nyomda ismert színvonalú munkáját, 


Budapest, 1958. szeptember 1. A SZERKESZTŐ 


ő ELŐSZÓ A SOROZAT HARMADIK KIADÁSÁHOZ 


1963-ban szükségessé vált a sorozat harmadik kiadásának megindítása, a második 
kiadás lendületes folytatása mellett. A harmadik kiadás egyrészt olyan hagyományos, de 
széles körben érdekes tárgyú kötetekkel kezdődött meg, mint az A. I. és A. X., másrészt 
olyan modern alkalmazási területű és emiatt mindinkább keresetté vált kötetekkel, mint 
az A. IX., B. IV. 

Az utóbbi második kiadások fél éven belüli elfogyása — éppen a matematikai prog- 
ramozás lineáris algebrai segédeszközeivel, ill. a síkbeli rugalmasságtan korszerű, komplex 
függvénytani módszerével kapcsolatos bővítés után — kézzelfoghatóan bizonyítja a sorozat 
második kiadásának előszavában kitűzött fejlesztési tervek és a megvalósításukra kifejtett 
erőfeszítések helyességét. j : 

E körülmény buzdítás munkaközösségünk részére és megnyugtatás a kiadó számára 
is, látván, hogy újabb áldozatai hasznos célt és reális igényeket szolgálnak. 

Említésre méltó, hogy sorozatunk vagy egyes kötetei 1958 óta több újabb külország- 
ban (pl. a Szovjetunióban, NDK-ban, Jugoszláviában, Egyiptomban, USÁ-ban, Angliá- 
ban, NSZK-ban) és nemzetközi fórumon (pl. az NDK Matematikai Társulatának 1963. 
évi nemzetközi ülésszakán) tudtak helytállni és versengeni a hasonló rendeltetésű külföldi 
munkákkal. . 

Ilyen kedvező adottságok között természetes, hogy lelkesen folytatjuk a sorozat fej- 
lesztésének, korszerűsítésének nagy munkáját, ismét kérve ehhez a minisztérium, a kiadó 
és nem utolsósorban a műszaki olvasótáborunk buzdító, áldozatkész támogatását. 


Budapest, 1964. febr. 15. A SZERKESZTŐ 


ELŐSZÓ E KÖTETHEZ 


A parciális differenciálegyenletek elmélete — nem is beszélve a számos (vagy inkább 
számtalan) műszaki alkalmazásukról — óriási és napról napra gyorsan fejlődő területe 
a matematikai tudománynak. Ezért a tárgyról példatárt készíteni olyan olvasóközönség 
számára, amely a tárgykörről legfeljebb néhány órás előadást hallott, nem könnyű feladat. 
Nemcsak az tette nehézzé, hogy a tárgykört egyetlen könyv keretében valamelyest feldol- 
gozni úgyszólván lehetetlen, hanem az is, hogy a műszaki olvasótábor előismeretei nem elég 
egységesek. Ugy kellett összeállítani a könyv anyagát, hogy valamennyi műszaki szak 
hallgatója legalább egy-egy főrészét haszonnal forgathassa, és bizonyos , hiányzó láncszem" 
szerepét is betölthesse a műszaki érdeklődésű tudományegyetemet végzett olvasó kezében, 
Nagy súlyt fektettünk arra, hogy a számítástechnika terén a megkívánt előismeret mini- 
mális legyen. Így például a speciális függvények közül csak a Bessel-függvényeket, az integ- 
ráltranszformációk közül csak a Laplace-transzformációt és elvétve a Fourier-transzfor- 
mációt használtuk fel. Célunk az volt, hogy az olvasó megismerje a legfontosabb, a mate- 
matikai fizikában fellépő parciális differenciálegyenlet típusokat, világos képe legyen a 
peremfeltételek, illetve kezdeti feltételek jelentőségéről, lássa, milyen műszaki problémák 
során van szükség sajátértékek meghatározására. A feladatgyűjtemény elsősorban az elmé- 
leti érdeklődésű mérnöknek szól; ezért igyekeztünk leegyszerűsíteni az összes olyan fejte- 
getéseket, amelyek alapos megértése elmélyült matematikai ismereteket kíván. 

Több helyen egy-egy módszert csak egyféle fizikai alkalmazása során mutattuk be: 
például a tükrözési módszer alkalmazását az elektrosztatikában, holott az ugyanolyan siker- 
rel alkalmazható hővezetési feladatokra is; ezt a figyelmes olvasó talán maga is meg tudja 
gondolni. Elhagytuk (bizonyos töprengés után) az olyan elektrotechnikai alkalmazásokat, 
mint a távíróegyenlet és az elektromágneses üregrezonátorok, mert egy ilyen fejezet fizikai 
tartalmát az olvasóknak csak kis része ismerné, és azok előtt gyakran a példák is ismertek 
lettek volna az irodalomból. Viszont a lényeges momentumok megértéséhez például a rúd 
longitudinális rezgésére vonatkozó példák megoldása is hozzásegíti, 

A könyv ilyen szélesebb alapokra fektetésében a szerzőt az is akadályozta, hogy azt az 
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eredeti tervét, hogy a könyv elkészítésébe magasabb képzettségű munkatársakat vonjon be, 
sajnos, nem sikerült megvalósítania. Efölött érzett elkedvetlenedését csak részben tudta 
feledtetni, hogy a kézirat átnézése során Frey Tamás és Rózsa Pál kandidátusok sok értékes 
megjegyzéssel segítették. A szerző csak a feladatok összeállításával tudott behatóan foglal- 
kozni; a részletek kidolgozása sok esetben fiatal munkatársaira hárult, és bízunk benne, 
hogy sikerült nekik mindenütt tolmácsolni a szerző elgondolásait. Az egyes fejezetek rész- 
letes kidolgozásában az alábbi munkatársaim segítettek: 1. § Szilvay Gézáné, 2. § Adler 
György és Szilvay Gézáné, 3. § Adler György, 4. § Révai Katalin, 5. § Sallay Melánia. 
Az ábrákat Gyurcsy Endre rajzolta. Ezúton is forró köszönet illeti őket lelkes és odaadó 
munkájukért. 
A forrásokra, továbbá az olvasás során felhasználható tankönyvekre vonatkozóan az 
irodalomjegyzék nyújt felvilágosítást; a példák nem kis részéről úgy vélem, hogy eredetiek, 
A Művelődésügyi Minisztériumnak, a Tankönyvkiadó Vállalatnak és Rényi Alfréd- 
nak, a Matematikai Kutató Intézet igazgatójának, valamint a sorozat főszerkesztőjének 
ezúton is köszönetet mondok támogatásukért, 
A SZERZŐ 


Bevezetés 


Parciális differenciálegyenletnek nevezzük egy többváltozós függvény és annak 
parciális deriváltjai közt fennálló függvénykapcsolatot, amely a független változókat 
is tartalmazhatja. A legmagasabb rendű előforduló parciális derivált rendszámát a 
parciális differenciálegyenlet rendszáma adja meg. Így pl. egy u(x,y) kétváltozós 
függvényre felírható másodrendű parciális differenciálegyenlet általános alakja: 


El; u du O9u 93y ola A HI 
Usa gy! B" öxgy? 57 úűi j 
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ahol F tetszőleges nyolcváltozós függvény. Ilyen általánosságban csak az elsőrendű 


parciális differenciálegyenlet megoldása végezhető el egyszerű eszközökkel. A karak- 
terisztikák módszere segítségével közönséges differenciálegyenlet-rendszer megoldá- 
sára vezethető vissza. Természetesen adott esetben közönséges differenciálegyenlet- 
rendszer megoldása is tetemes matematikai nehézséggel járhat. A műszaki problé- 
máknál fellépő magasabb rendű parciális differenciálegyenleteket a megoldási nehéz- 
ségek kiküszöbölése céljából rendszerint lineáris parciális differenciálegyenletekkel 
közelítik. Lineárisnak akkor nevezünk egy parciális differenciálegyenletet, ha az 
ismeretlen függvényben és annak parciális deriváltjaiban az egyenlet lineáris. Például 
egy u(x, y) kétváltozós függvényre vonatkozó lineáris másodrendű parciális d ifferenciál- 
egyenlet általános alakja: 
07u 92u 92u gu 9u 
alx,y) e T by) özöy Tt (6) az" alx,y) 57 T Bey) öt 


-- y(x, y) u -k ö(x, y) — 0. 


Az ilyen parciális differenciálegyenletek közt is azok a legegyszerűbbek, amelyek- 
nél az a, b, c, a, B, y, ö együtthatók az x, y változóktól független állandók, A könyv- 
ben csak ilyen, lineáris állandó együtthatós parciális differenciálegyenletekkel foglal- 
kozunk, kivéve az elsőrendű egyenletekről szóló részt. Látni fogjuk, hogy már az ilyen 
egyszerűbb típusú parciális differenciálegyenletek segítségével a gyakorlati feladatok 
széles köre tárgyalható. 


A másodrendű állandó együtthatós lineáris parciális differenciálegyenleteket 
aszerint osztályozzuk, hogy a másodrendű deriváltak együtthatóiból képezett mátrix 
definit, szemidefinit vagy indefinit másodrendű alakot eredményez-e. (Például kér 
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sesső ; ; aság ól eő; 35 921 92 92y 
változó esetére, ha a másodrendű deriváltakat tartalmazó rész a —- 4- b —— -4- c — 
9x? öxdy 9y? 
az említett másodrendű alak: a xi -t- b xy x, -k c x3.) A megfelelő parciális differenciál- 
egyenletet rendre elliptikusnak, parabolikusnak, illetve hiperbolikusnak mondjuk. 
Ezek az egyenlettípusok egymástól lényegesen eltérő fizikai problémáknál lép- 
nek fel. 
Elliptikus parciális differenciálegyenlet például a Laplace-egyenlet: 
két változóban: 


három változóban: 
99 99 Og 
u —:— th 1t— — 0. 
9x2  9y? 02? 

Ennek tesz eleget az elektrosztatikus tér és a gravitációs tér potenciálja az üres 
térben, az ideális folyadék örvénymentes áramlásának sebességpotenciálja, általában 
minden örvény- és forrásmentes vektortér skaláris potenciálja. Ezzel foglalkozik a 
könyv második paragrafusa. 

Parabolikus parciális differenciálegyenlet a 


egyenlet, mely a hővezetés és a diffúzió differenciálegyenlete. Ezt a könyv harmadik 
paragrafusában tárgyaljuk. 
A könyv negyedik paragrafusa a hiperbolikus típusú 


du 1 02u 
0x2 c 922 
differenciálegyenlettel foglalkozik, melyet a rezgő húr differenciálegyenletének szokás 
nevezni a legtipikusabb előfordulása alapján. Mint látni fogjuk, a műszaki lengéstan 
feladatainak széles köre írható le ezen differenciálegyenlet segítségével. Ugyanitt 
foglalkozunk a rezgő membrán 
08 du 1 22u 
dx2 "gy? é0R 
differenciálegyenletével, mely szintén hiperbolikus, végül a rezgő pálca 
09u 7 1 93u 
Oxi 6298 
differenciálegyenletével, amely már negyedrendű. 


Az ötödik paragrafusban a műszaki szempontból legfontosabb magasabb rendű 
parciális differenciálegyenlettel, a biharmonikus egyenlettel foglalkozunk. 

Ami a megoldási módszereket illeti, a könyv a , pontos" megoldási módszereket 
tárgyalja, Nem foglalkozunk a numerikus közelítő módszerekkel, így a rácsmód- 
szerrel és a Ritz-féle variációs módszer különböző változataival sem. Erre vonatkozólag 
Kontorovics és Krilov magyar fordításban megjelent könyvére utalunk. 


BEVEZETÉS 11 


Az állandó együtthatós parciális differenciálegyenletek megoldásának két fő mód- 
szere a Fourier-módszer és a Laplace-transzformáció, amelyekről a függelékben 
részletesebben szó lesz. Ezeken kéxül jelentős szerepe van még a Green-függvények 
felhasználásának, továbbá a tükrőzési módszernek, mindkettőt a potenciálelmélettel 
kapcsolatban tárgyaltuk részletesen, de ugyanolyan jól alkalmazhatók hővezetési.fel- 
adatok megoldására is. (A hiperbolikus egyenletekre vonatkozó kezdetiérték-feladatok 
megoldásánál ismeretes a Riemann-féle megoldási képlet, amely ugyanazt a szerepet 
játssza, mint a Green-képlet a Dirichlet-feladat (2. §) megoldásánál. Erre nem tértünk 
ki részletesen, mert állandó együtthatók esetén a Fourier-módszer egyszerűbb és 
kezelhetőbb, ezenfelül rendszerint úgyis csak a sajátlengés frekvenciájának meghatáro- 
zása a műszakilag érdekes, amihez a Fourier-módszer teljesen elegendő.) 


A háromféle feladattípus különbözik azokban a mellékfeltételekben is, amelyek 
mellett a megoldás egyértelműen meghatározható és körrekt kitűzésű. Egy feladat 
akkor korrekt kitűzésű, ha a mellékfeltétel kis megváltoztatásával a megoldásfüggvény 
is csak kicsit változik. Az ilyen , természetes mellékfeltéte!" elliptikus egyenleteknél, 
hogy egy korlátos tartomány peremén előírjuk a megoldásfüggvény értékeit (Dirichlet- 
feladat, , peremérték-feladat"). Hiperbolikus egyenleteknél a ; természetes mellék- 
feltétel", hogy egy t — tg kezdeti időpontban a függvény értékét, valamint t szerinti 
deriváltjának értékét adjuk meg (,,kezdetiérték-feladat"). Végül a parabolikus diffe- 
renciálegyenletekre az a jellemző, hogy a vegyes féladatok a korrekt kitűzésűek, ahol a 
függvény kezdeti és peremértékei adottak, 


1. §. ELSŐRENDŰ PARCIÁLIS DIFFERENCIÁLEGYENLETt 


Elsőrendű parciális differenciálegyenletnek olyan függvénykapcsolatot nevezünk, 
mely a független változók, az ismeretlen függvény és ennek elsőrendű parciális deri- 


váltjai közt összefüggést határoz meg. Általánosságban 
Ju O9u 09u 
FG 24 s Us az? 0y " sz] 


alakban írható fel. Két független változó esetében szokásos használni a 
ep. NNNNNNNo [! E 
0X Ps 9y 1 

jelöléseket, s így a függvénykapcsolat 


F(x, y, ü, D; g) z 6 
alakú. 


u) Lineáris és kvázilineáris elsőrendű parciális differenciálegyenlet 


Kvázilineárisnak nevezzük az 
ou 9u 
a— tb— —c 
9x Tr 9y 
elsőrendű parciális differenciálegyenletet, ha az a, b és c együtthatók csak x, y és u 
függvényei. Feltételezzük, hogy a, b és c valamely meghatározott térrészben első 
deriváltjukkal együtt folytonosak, valamint a? -- b? £ 0. 


a — atx,y, u), . b—7-b(x,y,u), — c— c(x,y, u). 


Lineáris az elsőrendű differenciálegyenlet, ha az együttható függvények az isme- 
retlen u függvénytől nem függenek, tehát, ha 


a — alx,y) b7-b(x,y)  c— c(x,y). 


A lineáris és kvázilineáris differenciálegyenlet megoldása azonos módszerrel történik" 
Egyszerűség kedvéért a kétismeretlenes esettel foglalkozunk részletesen. 
Legelőször megismerkedünk a karakterisztikák fogalmával. Az 


9u 9u 
a(x, Y; 0) 37 38 Hú b(x, y, u) 9y — c(x,y, u) (1.1) 


X Mivel az elsőrendű parciális differenciálegyenletek megoldása nem anyaga a műegyetemi oktatásnak, ezért 
e fejezet bevezetésében kénytelenek vagyunk számos új ismeretet előrebocsátani. Ha annak megértése a kezdő olvasónak 
nehézséget okoz, ajánljuk, hogy a következő fejezetek valamelyikénél kezdje a könyv tanulmányozását. 
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differenciálegyenletben szereplő együttható-függvényeket egy vektor három kompo- 
nensének tekintjük: 


k — k(a, b, 0. 


A k vektor a differenciálegyenlet értelmezési tartományának minden P pontjában 
egy irányt definiál. Ezt az irányt nevezzük a P(x, y, u) ponthoz tartozó karakterisztikus 
iránynak. 
Legyen az 
Í I u(x, y ). —u-—0 


felület az (1.1) egyenletnek megoldása vagy más néven integrálfelülete. Az integrál- 
felület normálisának irányát a felület gradiense adja, következésképp a normálist a 


Ju 9u 
sz, sz el 
vektorral jellemezhetjük. 
Az (1.1) egyenlet nem más, mint a k és a grad f vektorok skaláris szorzata: 


9u 9u 
YT Tri z (k - grad f) — 0. 


Két vektor skaláris szorzata akkor zérus, ha egymásra merőlegesek. A differenciálegyen- 
let értelmezési tartományában tehát a megoldásfelületek normálisai minden pontban 
merőlegesek a ponthoz tartozó. 
karakterisztikus irányra. Ez azt 
jelenti, hogy a karakterisztikus 
irány / a  megoldásfelületek 
érintősíkjában fekszik. 

Valamely P(x, y,u) pon- 
ton áthaladó megoldásfelüle- 
teknek a P pontbeli érintő- 
síkjai mind tartalmazzák a k 
karakterisztikus irányt. A tér 
minden pontjához hozzárendel- 
jük a karakterisztikus irányt, 
ezen irányok összessége alkotja 
az elsőrendű parciális diffe- 
renciálegyenlet  iránymezejét. 
Az iránymezőre illeszkedő gör- 
bék, melyeket a 


uz U(x,y) 


1. ábra 


dx :dy:du—a:b:c 


közönséges differenciálegyenlet-rendszer határoz meg a , karakterisztikus görbék" 
vagy más elnevezésben , karakterisztikák"., A rendszert paraméteres alakban is fel- 
írhatjuk; legyen a paraméter s, így 


dx dy du 
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Az elsőrendű kvázilineáris parciális differenciálegyenletet integrálni annyit jelent, 
mint keresni azt a felületet, amely minden pontban illeszkedik a karakterisztikus irány- 
mezőre, vagy — más szóval — amelyiknek érintősíkja minden pontban tartalmazza 
a karakterisztikus irányt. 

A fentiekből már következik, hogy minden, a karakterisztikák egyparaméteres 
sokasága által alkotott u — u(x,y) felület, melynek minden pontban van érintősíkja, 
az elsőrendű parciális differenciálegyenletnek integrálfelülete. 

Igaz a következő tétel : 

Minden karakterisztikus görbe — hacsak a differenciálegyenletben szereplő a, b, c 
együtthatófüggvények 1 kitevőjű Lipschitz-feltételnek tesznek eleget — melynek vala- 
melyik integrálfelülettel közös pontja van, teljesen rajta fekszik az integrálfelületen. 


A tétel fordítottja is igaz: 
Minden integrálfelületet karakterisztikus görbék egyparaméteres sokasága alkot. 


a) Kvázilineáris első- Adott a C — nem okvetlenül zárt — térgörbe, amely- 
rendű differenciál- nek az (x,y) síkra vetett C, vetületén kétszeres pont 
egyenletre vonat- j A görbét 
kozó kezdetiérték- HEZESSÉHS EA BOEME 


sekzeet x—x(),  y—yíd, — u— ut) 


paraméteres alakban adjuk meg, és tegyük fel, hogy 
XX -ty 7 0. 


Keressük az (1.1) egyenletnek azt a megoldását, mely keresztülhalad a C kezdeti gör- 
bén. Analitikusan: keresendő az az u(x, y) integrálfelület, mely a t paraméter minden 


értékére kielégíti az 
ult) — u [x(0, yo] 
azonosságot. 


A kezdetiérték-feladat megoldása a következőképpen történik: 


A kezdeti görbe minden pontján karakterisztikát fektetünk keresztül. Ez mindig 
lehetséges, ha a karakterisztikák közönséges differenciálegyenlet-rendszerének tetszés 
szerinti kezdeti pont esetén van megoldása. A kezdeti görbén átfektetett karakteriszti- 
kák a fenti tétel a) pontja alapján teljes egészében rajta fekszenek egy integrálfelületen. 
Ez a felület, ha a, b, c , elég sima" függvények, eleget tesz a mi kikötéseinknek, ugyanis 

1. megoldása a differenciálegyenletnek, 

2. keresztül megy a C kezdeti görbén. 

Analitikusan: az s paramétertől függő karakterisztikák közül kiválasztva a C-n áthala- 
dóakat, a karakterisztikáknak egy — két paramétertől függő 


XxX — x(S, 2), d sza y(s, t), u — u(s, t) 
sokaságát kapjuk. A három egyenlet közül kettőbői s-et és t-t kifejezve mint pl. x és 
y függvényét: 
9-5 s(x, y), t — t(x, y) 
és ezt a harmadik egyenletbe behelyettesítve, kapjuk az 
u — u[s(x, y), t(x, y)] 


eredményt, mely a keresett megoldásfüggvény. 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK 1. §. a) a) 1. 


A kezdetiérték-feladat nem minden esetben oldható meg egyértelműen. 

Annak szükséges és elégséges feltétele, hogy a kezdetiérték-feladatnak egy és csakis 
egy megoldása legyen, az, 
hogy az x — Xx(s,1), y — u 
— y(s, $)-re vonatkozó függ- 
vénydetermináns értéke zé- 
rustól különböző legyen: 


B9x Ox] 
ös öt 
A — .£0 
ey Va 
Os Ot 


Ekkor ugyanis az x — xís, 8), 
y — y(s, t) kapcsolatok 
invertálása lehetséges. Ha 

0, akkor a C görbe 
maga is karakterisztika, s 
így végtelen sok integrál- 2. ábra 
felület halad rajta keresztül. 


S végül ha A — 0, a C görbének valamely szakasza mentén a kezdetiérték-feladatnak 
megoldása nincsen. 


u zu (Sex); t(xy)] : 


A karakterisztikák közönséges differenciálegyenlet-rendszereben választhatjuk 
paraméternek az x változót is. A feladat megoldásában ez elvi változást nem okoz. 
A gyakorlati számítási módszerre a feladatok során mutatunk rá. 

Példák és feladatok 


1. Határozzuk meg az 


elsőrendű kvázilineáris differenciálegyenletnek azt a megoldását, mely az 


kezdeti görbén halad keresztül. 

Megoldás : Első feladatunk a karakterisztikák differenciálegyenletének felírása és 
megoldása. A karakterisztikák közönséges differenciálegyenlet-rendszerében szereplő 
függvényeket a megoldandó differenciálegyenletből olvashatjuk ki: 

a(x,y,D—u  — bíx,y, ——1,  c(x,y, 07 l 
Így a rendszer 
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A második és harmadik egyenletet a változók szétválasztásával azonnal integrálhatjuk : 
y-—-——SsSdáyg0o 47-75-19 


ahol yg és ug integrációs állandók, u-ra kapott eredményünket a karakterisztikák rend- 
szerének első egyenletébe helyettesíthetjük és a kapott egyenletet is megoldjuk: 


dx 
— 5 $§ -FÚg 
ds 9 


dx — (5 -k ug) ds, 
baszd: kt. , eseti s? 
x — fe kn 10) ds 5.xp-— "a TT gs -k Xg 


xo-val az integrációs állandót jelöltük, Feladatunkban szereplő differenciálegyenletünk 


karakterisztikáinak paraméteres. előállítása tehát: 
8 
xX— 5 TF ÜgGS TX 


y— —5S4- yo (1.2) 
U-—S$ -2- 9. 
Ezután ki kell választanunk a karakterisztikák közül azokat, melyek kezdeti görbénken 
mennek keresztül, azaz azokat, melyek s — s,-nál, pl. legegyszerűbben s — s, — 0-nál 
épp a kezdeti görbe egyenletébe mennek át. Könnyen meggyőződhetünk róla, hogy ezt 
a kezdeti görbe egyenletének xg, yo; illetve ug helyébe való helyettesítésével nyerjük: 
x(s — 0) — xy — —t, 
y(s E 0) m— Vo s t, 
us—0-u— I. 
A kezdeti görbén is keresztülhaladó karakterisztikák kétparaméteres rerdszere: 


am — 


 szsádlli 2 SZF 


u 


S 
sza vinni váza Vb 


je zése His s ÉBE 


u— 571]. 
Vizsgáljuk meg a rendszer determinánsát: 
1 —li 
jét —s41—15£0, 
—1 9731 


Mivel 4 -£ 0, s és t kifejezhető x és y függvényében. A rendszer első két egyenletéből 
§-et és t-t kiszámítjuk. Összeadva az egyenleteket, kapjuk, hogy 
52 
x -k y - 9 . 
Innen 


s — [dx 1 9). 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK 1. §. a) a) 1—2, 17 


A második egyenletbe helyettesítve s-et: 


y— —V2x ty) t; 


t—y-t [Dkt 9). 


Eredményünket helyettesítsük most már (1.2) harmadik egyenletébe, így kezdetiérték- 
feladatunk megoldását nyerjük: 


u(x,y) — V2x ty) 1 (1.3) 


Behelyettesítéssel meggyőződhetünk arról, hogy eredményünk valóban megoldása az 
elsőrendű parciális differenciálegyenletünknek. A kezdeti görbe egyenletét helyette- 
sítve (1.3)-ba, az 


rendezve: 


1— [DOTT 4 1 


azonosságot nyerjük, azaz u(x, y) keresztülhalad kezdeti görbénken. 
2. — Írjuk fel az 


9u 04 a, 5 
Vox "ay TI 


differenciálegyenlet általános (tetszés szerinti függvénytől függő) megoldását, és az 
xp —t, yo —t, ut 


kezdeti görbén áthaladó integrálfelületének egyenletét. 
Megoldás : A karakterisztikák differenciálegyenlet-rendszere: 


dx dy du 


egét DEE zzz — 2 ; 
ds"! ds í ds jú éli 


Célszerűnek látszik a rendszer integrálását úgy végezni, ha x-et tekintjük páraméter- 
nek, Osszuk el ezért az első egyenlettel a másodikat és harmadikat: 


Az egyenleteket ilyen formájukban szétválasztással megoldhatjuk: 


ydy txdx— 0 E — 2xdx, 


Integrálás után j 
y-tx2—-C;  1]hnhnu—inC, —x? 
illetve 
ü — Cs ex, 
A karakterisztikák az így nyert 


5 ezta dl akt 08 ÉS u e7x — Cs (1.41 


felületek metszésvonalai. C, és C, az integrációs állandók, 


C, és Cs minden értékére egy-egy karakterisztikát kapunk az (1.4) rendszertől 
2 Parciális differenciál — 4423] 
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Legyen most C, a C,-nek tetszőleges függvénye: 
C, — (C) — f(x? -- y?). 


C,-nek ezt az értékét helyettesítve (1.4)-be, nyerjük feladatunk első részének megol- 
dását, a tetszőleges függvénytől függő általános megoldást: 


u— er fe? 4 y?). 
A példában szereplő kezdetiérték-feladat megoldását is (1.4) segítségével kaphatjuk, 


Úgy kell a C, és C, integrációs állandót meghatározni, hogy az (1.4) felületek metszés- 
vonalai a kezdeti görbén : áthaladó karakterisztikák legyenek. Ez akkor elégíthető ki, ha 


xx T7F9y SG, és u 8 Ce 
Tehát 
2? 2387-2?-C, tef — C.. 


Ezt helyettesítve (1.4)-be: 


x2 3 yt — 28, ue7x — te-k (1.5) 
(1.5) első egyenletéből meghatározzuk t-t mint x, y függvényét: 
— át, 


uzt helyettesítve (1.5) második egyenletébe; 


-— 1 28 ( 2-4 y 
zi xx Hy 5 
17 a [/ 5 e 2 . 


Szorozva e"-tel, kapjuk a kezdetiérték-feladat megoldását: 
maz 22—-y 
u) — [// sé e ? , 


S 42 5 1 


3; Keresendő az 


elsőrendű lineáris parciális differenciálegyenlet azon megoldásfelületének egyenlete, 
mely keresztülhalad az 


egyenletekkel megadott kezdeti térgörbén, 


4. Keressük meg a 


du  9u 
éssite sé b 
HÉT 9y 
differenciálegyenlet 


—de, yo —et  u7-e 
kezdeti görbén áthaladó megoldásfelületét. 
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5. Melyik az 


differenciálegyenletnek az 
xo— Ssinőt,  yy— $costsin2t, — u6—0 


kezdeti görbén áthaladó megoldása? 
6. — Állítsuk elő a 


Ju  9u 
9x  9y 
elsőrendű lineáris parciális differenciálegyenletnek az 
2 
xo st, yo— 7 u — Int 


kezdeti görbén keresztülhaladó megoldásfelületének egyenletét, 
rP Oldjuk meg az 


egyenletet, és írjuk fel az 
xs 0, yo — 0, u-t 


kezdeti görbéhez tartozó megoldásfelületet. 
8. — Határozzuk meg az 


04 
Fan Te ay — xy 
differenciálegyenletnek 
a) az x, — 5 Vo — sé ug — V2t kezdeti görbén áthaladó integrálfelületét. 


V2 V2 
b) általános megoldását. 
9. . Határozzuk meg az alábbi differenciálegyenlet általános megoldását és az 


Xg — t, Yo — t, tg — tsint 


kezdeti görbén keresztül haladó megoldását: 


6) 5... 0 ; 
x cosy — siny ze — 2 cosy sin y, 


10. — Keressük meg a 
da Oú u 


0x  9y xy 


differenciálegyenlet 


kezdeti görbén áthaladó megoldását. 
9k 
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11. Keressük meg az 


kvázilineáris differenciálegyenlet általános megoldását, és az xg— [/t, yo — -, 


ug — [2 kezdeti görbén áthaladó integrálfelület egyenletet 
12. Keressük meg az 
l 9u  09u 5 1 


cosx Ox 9y o sinu 


differenciálegyenletnek az 


görbén áthaladó megoldását. 
13. Keressük meg az 


differenciálegyenletnek az 
. 27—1V 
Xg fenn Ín t, yo — Ha ; Ug — 2t s— j! 


kezdeti görbén áthaladó megoldását. 
14. Melyik az 


i ; 3 1 in száiző ij; 
differenciálegyenletnek az . xg — t, Vg — b 19— 7 kezdeti görbén keresztülha- 


ladó integrálfelülete ? 


b) Általános elsőrendű parciális differenciálegyenlet 


A kétváltozós parciális differenciálegyenlet általános alakja 


F(x,y, u, p, 9) — 0, (1.6) 
ahol 
9u kk 9u 
p 9x s ése 9y hi 


Ez a differenciálegyenlet minden egyes P(x, y, u) pontban egy meghatározott 
összefüggést létesít a pont (x, y, u) koordinátái és a ponton áthaladó u(x, y) megoldás- 
felület érintősíkjának (p, g, —1) koordinátájú normálvektora között. A P ponton vég- 
telen sok megoldásfüggvény megy keresztül, amelyeknek érintősíkjai egy egyparaméte- 
res síksereget alkotnak; ellentétben a kvázilineáris esettel — ahol az érintősíkok tartója 
egy egyenes, ti. a karakterisztiküs i irány —, ezek egy általános kúp érintősíkjai. A geo- 
metriából ismeretes ugyanis, hogy minden egyparaméteres egy ponton keresztül- 
haladó síksereg, megfelelő differenciálhatósági feltételek teljesülése esetén, jellemez- 
hető a ponton áthaladó általános alapzörbéjű kúp érintősíkjainak seregével. A diífe- 
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renciálegyenletünk értelmezési tartományához tartozó P(x, y, u) ponton keresztül- 
haladó megoldásfelületek érintősíkjai is burkolnak egy kúpot. Ezt a kúpot MoONGE- 
féle kúpnak nevezzük. 

Az elsőrendű parciális dif- 
ferenciálegyenletek — megoldásai 
olyan felületek, melyek minden 
pontban a ponthoz tartozó MOoN- 
GE-kúpot egy aikotója mentén 
érintik; ezeket integrálfelületek- 
nek fogjuk nevezni. 


Valamennyi  integrálfelület 
minden pontjához hozzárendeljük 
a pontbeli MONGE-kúp azon al- 
kotójának irányát, mely a pontbeli 
érintősíkban fekszik. Így az összes 
megoldásfelületen iránymezőt de- 3. ábra 
finiáltunk. Erre az iránymezőre 
illeszkedő görbéket nevezzük az általános elsőrendű parciális differenciálegyenlet 
karakterisztikáinak. Egy karakterisztika mentén általában végtelen sok integrálfelület 
érintkezik, és ez a tulajáonság jellemzi a karakterisztikákat, 


A karakterisztikák ismerete a megoldásfüggvények egyértelmű meghatározásá- 
hoz nem elégséges. Meg kell ismerkednünk ehhez a karakterisztikus sáv fogalmával. 
A karakterisztikák minden pontjában adjuk meg az integrálfelület érintősíkját is. 
(Ezek az érintősíkok természetesen azonosak az összes, ugyanazon karakterisztika 
mentén érintkező integrálfelületekre, és így a karakterisztikus sáv az integrálfelület 


választásától független.) A görbe és a rá illeszkedő érintősík-sereg együttesen alkotják 
a karakterisztikus sávot. 


Az általános elsőrendű egyenleteknél a karakterisztikus sáv játssza azt á szerepet, 
melyet a kvázilineáris egyenleteknél a karakterisztikus görbe. Általános esetben a 


karakterisztikus sávra állnak fenn olyan tételek, melyek a kvázilineáris egyenletek 
karakterisztikáira érvényesek. Igaz a tétel, mely szerint: 


Ha a karakterisztikus sávnak egyetlen eleme (azaz egy pont és a rajta átfektetett 


[d 


érintősík) rajta fekszik egy integrálfelületen, akkor ezen az integrálfelületen rajta van 
az egész karakterisztikus sáv. 

Sávon általában olyan görbét értünk, amelynek minden pontjához megadunk 
egy, a pontbeli érintőre illeszkedő síkot. Analitikusan a sávot úgy írhatjuk le, hogy az 
x — x(s), y — y(5), u — u(s) paraméteresen előállított görbe s pontjához rendelt sík 
normális irányát adjuk meg: [p(5), g(5), —1] — n(5). Ez a normális irány a para- 

Xx ; d du . fp? ge. [d 2? ii 
méteresen megadott görbe d ? Én : gy koordinátájú e érintővektorára minden 
pontban merőleges, azaz skalárszorzatuk zérus: 


ne— 0. 
Koordinátákban felírva: 


dx dy du 
pPgtTIg g 
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Ezt az egyenletet sávfeltételnek nevezzük, fennállása ugyanis szükséges, hogy az 
x(5), y(5), u(s) görbe n(5)-sel sávot alkosson, 

Válasszunk a P(x, y, u) pontban olyan (p, g) értékpárt, mely kielégíti az (1.6) 
egyenletet. Szerkesszük meg a P ponton áthaladó n(p, g, —1) normálisú érintősík 
egyenletét: ] 


U — u — p(X — x) 3 a(Y — 9) (1.7) 
(X, Y, U a futókoordináták). 
A MoNGE-kúp alkotóját úgy tudom jellemezni, mint két egymáshoz végtelen 


4.2? , 


közel levő érintősík metszésvonalát. Vegyünk fel a P-beli érintősíkkal szomszédcs síkot: 
U — u — (p 4 dp) (X — x) 3- (gk dg) (Y — 9). (1.8) 
A [p 1 dp, g -- da, —1] vektor is elégítse ki az (1.6) differenciálegyenletet. 
Vizsgáljuk meg (1.7) és (1.8) metszésvonalát. A geometriából ismert, hogy ha 
1 
91 s 0 és ky 9 — 0 
síkok egyenletei, akkor metszésvonaluk minden, az 
kifejezéssel leírt síkra illeszkedik, 


Ez alapján, ha képezem (1.7) és (1.8) különbségét, metszésvonaluk rajta lesz a 
kivonással kapott 


dp(X — x) 34- dd(Y —py 0 (1.9) 
síkon, melynek normálvektorának koordinátái 
nt(dp, dg, 0). 


A vektor abszolút értéke számunkra nem lényeges, tehát végigoszthatunk dp-vel; így 


dg 
kí] 
n § Gas 0) 
-t kapunk. 


A keresett metszésvonal a MoNGE-kúp alkotóiránya, illeszkedik (1.7) és (1.9)-re 
is, tehát merőleges n és n? vektorra. Koordinátáit kaphatjuk, ha képezzük n és n: 


vektoriális szorzatát: 
dg da 
nt X fü — [— — ) 1 ) útzöi 7 he 
3: ja asá ap) 
d , , bi .? , 9. . . , . 
hó értékét a differenciálegyenletből számíthatjuk. Differenciáljuk (1.6)-ot Pp szerint 
parciálisan, a közvetett differenciálási szabály szerint: 


oF dg 

pp Tsa 

(az alsó index mindig parciális deriválást jelent). Innen 
dg F 


áp b 
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Helyettesítve az alkotó kifejezésébe: 
F F 
Fa , bh, 9-kp F) ; 
a g 
Szorozhatunk F.-val, hiszen csak az arány lényeges számunkra: 


(FF .pF, 7 gF). 
Ez a képlet a MoNGE-kúp analitikus leírása. 


Legyen 
x — x(5), 
y — y(5), 
u — u(s 


- 


térgörbe, melynek koordinátái s szerint differenciálhatók. A paraméter ügyes meg- 
választásával elérhetjük, hogy 


dx 

ds Pp 

d 

Fo (1.10) 
du 

ds —pF,-a a F, 


F(x,y, u,p, 9) —0 


legyen. Ezen rendszer azon összes térgörbékre jellemző differenciálegyenlet-rendszer, 
melyeknek érintői a MoNGE-kúp alkotóinak irányába esnek. Ezeket a görbéket 
nevezte MONGE fokális görbéknek. 

Az (1.10) közönséges differenciálegyenlet-rendszer öt ismeretlen függvényt 
tartalmaz, hiszen implicite szerepel a 


p- pl), 97 96) 


függvény is. A megoldás nemcsak egy görbét ad meg, hanem erre a görbére minden 
pontban illeszkedő p és g által kifeszített síkot is. Eredményünk egy térgörbe, melyre 
minden pontban érintősík illeszkedik. 

Differenciálegyenletünk megoldása ekvivalens az ún. fokális sáv megalkotásával, 
Fokális sávnak nevezzük a fokális görbéből és érintősíkjaiból keletkező sávot. 

Az (1.10) rendszer függvényei a sávfeltételt kielégítik, ugyanis a fokális görbe 
egyenletrendszere eleget tesz a sávfeltételnek: 


du dx dy 
ad PFPtTIF Pe T9 gy" 


A fokális sávok érintője a MoNGE-kúp alkotójának irányába esik. Azonban nem 
minden fokális sáv fekszik teljes egészében rajta valamely megoldásfelül eten. Az ilyen 
tulajdonságú sávok kiválasztásához még további feltevéseket kell tenni. Ilyen feltéte- 
leket állítunk most fel. 
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Induljunk ki az (1.6) egyenletből, azaz tételezzük fel, hogy a fokális sáv teljes egé- 
szében rajta fekszik a megoldásfelületen. Differenciáljuk (1.6)-ot az x változó szerint. 
A közvetett függvény differenciálási szabályát alkalmazva, kapjuk, hogy 


F.tF.pdF p.tF ag, — 0. (1.11) 


Ha az u függvény kétszer folytonosan differenciálható — és tegyük fel, hogy ilyen —, 
akkor képezhető g,, és kihasználva a vegyes parciális deriváltak egyenlőségét, 


kzxgy  gyöx Pv (1.12) 


Számítsuk most ki F pDx t Fa dx értékét. 
Felhasználjuk az (1.10) rendszer első két egyenletét és (1.12)-t, kapjuk, hogy 


FpPet FPg— BETBT- d" 


(Mivel éppen p-nek totális deriváltját nyertük a helyettesítéssel.) (1.11)-be helyettesítve: 


dp 


3 7 7F.7Fup (1.13) 


Deriváljuk (1.6)-ot y szerint. Teljesen hasonlóan az előzőkhöz nyerünk g-ra egy egyen- 
letet: 


— ZE — F og F,g. (1.14) 


Az (1.10) egyenletrendszerhez hozzávéve az (1.13) és (1.14) egyenleteket, a fokális 
sávok közül kiválasztottuk azokat, melyek teljes egészükben rajta fekszenek egy integ- 
rálfelületen, azaz a karakterisztikákat. 


A karakterisztikus sáv közönséges differenciálegyenlet-rendszere tehát a következő: 


u 
— spF,tagF,, (1.15) 


F(xo os Ug Dos 0) — 0. 


A harmadik egyenlet a sávfeltételt fejezi ki, tehát közönséges differenciálegyenlet- 
rendszerünk minden megoldásrendszere biztosan sávot alkot. 
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Feladatunk látszólag túlhatározott, hiszen az öt ismeretlen függvény, 


x(s), (5), u(s5), p(5), a(5) 


meghatározására hat egyenletet írtunk fel. Azonban könnyen belátható, hogy az első 
öt egyenlet következtében F(x, y, u, p, 9) — konstans, tehát a hatodik egyenlet csak 
az első öt differenciálegyenletből álló rendszerhez megadandó kezdeti feltételekre 
nézve jelent megszorítást. Karakterisztikus sávot akkor kapunk, ha a konstans értéke 
éppen zérus. Differenciálegyenlet-rendszerünk megoldása csak akkor lesz karak- 
terisztikus sáv, ha a kezdeti feltétel kielégíti az 


F(Xo. Yos Ugs Pos d0) — 0 
egyenletet és a 


sávfeltételt is. A megoldandó parciális differenciálegyenlet integrálfelületeit a karak- 
terisztikus sávokból teltetjük össze. 


a) Általános elsőrendű Az általános elsőrendű differenciálegyenletek esetében 
Tévé észre bá is beszélhetünk kezdetiérték-feladatokról, 
kezdetiérték- Adott az x — x(2), y — y(2), u — ulj) kezdeti görbe. 
feladat Keressük az 


ezen ége eds ls tssitsi F(x, y, ü, D, g) -—0 
differenciálegyenletnek azt a megoldásfelületét, mely keresztülmegy a kezdeti görbén. 

A megoldás úgy történik, 
hogy a kezdeti görbét a 


F(x,y, u,p, 9) —0 


egyenletek segítségével kezdeti 
sávvá egészítjük ki. Ezután a 
kezdeti sáv minden elemére , 
illesztünk egy karakterisztikus 
sávot, Ezt az (1.6) rendszer 
megoldása segítségével tesszük. 
A most már sávvá alakított 
kezdeti görbe öt darab, a t pa- 
ramétertől függő kezdeti érté- 
ket ad. Ezek segítségével (1.6) 
megoldása két paramétertől 4. ábra 
függő rendszer lesz: 


x — x(s, 2), — y— (5, 2), u — uls, 0); 
p — pls, 9), — 97 ag(s, 2). 


Ez a rendszer írja le analitikusan azokat a karakterisztikus sávokat, melyekből megoldás- 
függvényünk összetevődik. 
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Ha az első két egyenletet invertálni tudjuk, akkor ki tudjuk számítani s-et és 
t-t x, y függvényeként, és így a kapott 


s — s(x,y), t — t(x,y) 


összefüggéseket harmadik egyenletünkbe helyettesítve, kapjuk a keresett integrálfelü- 
letet: 


Uu—-—ü Ís(x, y), t(x, y) 1. 


Az x-re és y-ra vonatkozó egyenleteket invertálhatjuk, ha a függvénydetermináns 


Xs Ys -£ 0. 
XX; It ; 


A — 


Mindazon esetekben, amikor A 5£ 0, explicite megadható az 


i u — u(x, y) 
integrálfelület egyenlete, 


Példák és feladatok 


(Ogy? , (du)? Hi 
rzlő) th) 


általános elsőrendű parciális differenciálegyenletnek az 


15. Keressük meg az 


; X9 — t, yo — —t, üss 1 
kezdeti görbén áthaladó megoldását. 


6) 6) jú 
sz 55 — g jelölést. Ekkor egyenletünk 


Megoldás : Először vezessük be a 3 


B F—-pdig— 1-0 
alakú. Mivel 
F —2p, F.—2g9, FJ—0, F.,—0, F,—0, 


a karakterisztikák differenciálegyenlet-rendszere : 


d d du 
kellő — 2p, Gy m 29, 57 —t— 2(p? -k 9?) s 2, 


Az utolsó két egyenletet azonnal integrálhatjuk: 


D — Po g— do 
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Ezt az eredményünket az első két egyenletbe helyettesítve, szétválasztható egyen- 
leteket kapunk, melyeket könnyű integrálni: 
dx dy 
— Stt — 9 
do go 
. xX— 2postXxy Y7—2995€ 99 
Végül oldjuk meg a harmadik egyenletet is: 
u — 25 t- ug 


Most be kell helyettesíteni a kezdeti görbe egyenletét is. Előbb azonban ki kell szá- 
míiítanunk a kezdeti sávot. Írjuk fel a sávfeltételt: 


du dx dy 
— Z — ZE 1 ezzlsszszmri 1, 
dé 
Így 
0 — pg — 49. 
A differenciálegyenletből viszont 
pót 9 — l. 
Megoldva a pg-ra és g9-ra kapott rendszert: az első egyenletből 
. Do — 90 
helyettesítve a másodikba: 
po — L 
Innen 
1 is; 1 
— — e -—e 
Po V2 10 V2 
A kezdeti sáv tehát a következő: 
knee— á sz safe űl 1 sz g : 
0—t Yo — , 0— 1, Do Ve" 0 2" 
Ezeket az értékeket helyettesítsük be x és y kifejezésébe: 
2 
X — —S$ t 
V2 -k [/ 
2 
y S — § — t, 


V2 


Számítsuk ki a függvénydetermináns értékét: 
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Mivel A -£ 0, s és t kifejezhető x és y függvényeként: 


x -k x—y 
$ 5 FaEz3 t ZO ——— —— e 
272" 2 
s-et u kifejezésébe helyettesítve : 
x -k 
u(x, y) — 8 Flik 


R 


Ez kezdetiérték-feladatunk megoldása, 


16.  — Állítsuk elő a 
szá 
6) 797 


Xo — Lt, y9— Lt, us € 


differenciálegyenletnek a 


kezdeti görbén keresztülhaladó megoldását. 
Megoldás : A megoldandó egyenlet 


F.—-p —xy5s0 
alakban írható. Felírjuk a karakterisztikus sáv egyenletrendszerét: 


F,—9p, FJ—0, F,—0, F,——y, F,— —x, 


tehát 
dx dy du 
—öo —: , ——— 9 a 
ds 2p, ds k ds Pa 
dp. dd 
4. E I; ds s X. 


Választhatjuk paraméternek az x változót! Ezt figyelembe véve: 


dy 0 du 22 gp o y dd x 
dx "dx 2 Hú dx 2p" dx 2p" 


Az első egyenletet integrálva: 
y — C — konstans, 


Ezt a harmadik egyenletbe helyettesítve, és szétválasztva a változókat, p-t is meg- 
határozhatjuk: 
ép DC  9pdp—Cdx, pp5CxkC 
dx 2p , pap , P 1? 
ahol C, az integrációs állandó, 
Gyököt vonva: 


p-VCx- C.. 
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A második egyenletet eddigi eredményeink segítségével oldjuk meg: 


du E 
dx mez ye Xx -4 Ci 
Szétválasztva a változókat: 

du — [Cx 7 C, dx. 
Integrálva: 


össze dszlsó 2 
1— [ [OXFC dx Ca za (CxtCJVe-k Ce 


Itt C, az integrációs állandó, Végül az utolsó egyenletből meghatározzuk g-t is: 


dd XX 
dx  2VCxrC 
Innen 
x 
da — ———— - dx, 
ÉT GYE 
Azaz 


1 MERNENYESSESEB 
dx 4 Cs 5 (ICx- CT — Cy VCx1- Ch Cs, 


x 
1 [TT 


A C, C,, C,, Cs állandók értékét úgy kell megállapítanunk, hogy integrálfelületünk a 
kezdeti görbén keresztülhaladjon. Meg kell természetesen a kezdeti sávot is határoz- 
nunk. Az xg — t, yo — t, ug — € segítségével a sávfelületből 


2t — po Tt 99 
adódik, a differenciálegyenlet szerint pedig: 
P0— X0yo— B, 
azaz pp—t és 21—t—gy— t. 
A kezdeti sáv tehát: 
kozt, yo—t, u0— Bt, po—t, 99—t 


Láttuk, hogy y — C. A konstans értékét úgy kell megállapítani, hogy a kezdeti sáv 
egyenletét is kielégítse, tehát: 


y-y—C— t. 
C, értékét a p-re kapott egyenletből számítjuk ki: 
pzet—-UVtxotC— [27 c. 
Ez az egyenlőség csak úgy állhat fenn, ha 
C, ss 0. 
Az 


798 za (CxtCl 4 C, 
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összefüggésből C, értékét számítjuk ki. Felhasználva, hogy C — t és C, — 0, a kezdeti 
görbe mentén 


2 : 
u séz s [értik Ce 


Rendezve C,-re: 


2 É 
sz ds, vá sa gé 
C2—V— gi 3 
adódik. 
Végezetül Cs-t határozzuk meg a g-ra fennálló egyenlőségből: 
1 5 
907 t— a (lt — 0-4 Cs. 
Innen 
1 
C, — tt — fo t8 — 0, 
azaz 
GC; — 0, 
Fentebb már láttuk, hogy 
t — y. 


Így 
az3 is B ts 
CS; C ss 0, C2—g: Cs 0. 


Helyettesítéssel kapjuk a kezdeti feltételünket kielégítő integrálfelület egyenletét: 


2 5 2 
ul(x, y) 8y [y x]? 5. 


Egyszerűbb alakban: 
2 — , y 
BENE; 3.4 2 
uxy-zhérs. 
Eredményünket a differenciálegyenletbe helyettesítve, meggyőződhetünk arról, hogy 


valóban megoldás, s a kezdeti sáv behelyettesítésével könnyen ellenőrizhetjük, hogyaz 
integrálfelület valóban keresztülmegy az adott kezdeti görbén is, 


17. Állítsuk elő a 
90?  9u 
5) -k 9 sz xd§y 


elsőrendű differenciálegyenletnek az 


kezdeti görbén keresztülhaladó megoldását. 


18. Keresendő a 
du (őn 
9x 9y 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK 1. §. 5) 17—23. 
elsőrendű parciális differenciálegyenletnek az 


Xg — —t, yo — 0, üg; — — 


60] "8 


kezdeti görbén áthaladó megoldása. 


19. Keressük meg a 
gu)? 9u 
B MEZ ag s 


fán 
x0— a Y0—L 446—€ 


egyenletnek az 


kezdeti görbén keresztülhaladó megoldásfelületét. 
20. Keressük meg a 


39t4xpt(yt2g—u—0 
egyenletnek az 


kezdeti görbén keresztülhaladó megoldását. 
21, Keressük meg a 


egyenletnek az 


kezdeti görbén keresztülhaladó megoldását. 
22. — Oldjuk meg a 


öx Gy 8x " öy 
elsőrendű parciális differenciálegyenletet az 


1 3 
X07- 5 (t — sin t cos 2), 


1 ; 
Yo— 5 (t -b sin t cos 2), 


üg eni 2t 
kezdeti görbe esetén, 
23. Oldjuk meg a 
du 9u a 
— " — zzz 1 
9x 9y 


; § 1 ; ; ; 
differenciálegyenletet az xg — 1, yg — t, ug — 7 kezdeti feltétel esetén 


nál célszerű z — log u helyettesítést végezni.) 


81 


. (A számolás- 
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c) Elsőrendű parciális differenciálegyenlet teljes megoldása 


Az elsőrendű közönséges differenciálegyenletek körében a differenciálegyenletnek 
összes — tehát végtelen sok — partikuláris megoldását kell ismernünk ahhoz, hogy az 
egyenlet teljes iránymezejét vagy magát az egyenletet a megoldásokból reprodukálni 
tudjuk. 

Parciális differenciálegyenleteknél azonban nem szükséges az összes megoldás- 
felület ismerete az iránymező (pontosabban: kvázilineáris elsőrendű parciális differen- 
ciálegyenletnél a karakterisztikus irányok serege, általános elsőrendű parciális diffe- 
renciálegyenletnél a MoNGE-kúpok mezeje) leírására, illetve a differenciálegyen- 
letnek a megoldásfelületekből való felírásához. Elegendő, ha az n független változót 
tartalmazó elsőrendű parciális differenciálegyenlet összes megoldásfelületei közül 
kiválasztunk egy n darab egymástól független paramétert tartalmazó sokaságot. Ezt 
az ún, paraméteres megoldássereget nevezzük teljes megoldásnak. Pl. két változó esetén 


. F(x,y, u,p, 9) — 0 
egyenletnek teljes megoldása 
u — u(x, y, a, b) 


alakú, ahol a és b független paraméterek. Az a és b paraméterek függetlenek, ha az 


9u 9911 92 
MI — ca 9x da 9y da 
9 927 92u 


126 öxöb apai 
mátrix rangja 2. 

A teljes megoldás ismeretében előállítható maga a megoldandó diíferenciálegyen- 
let, felírható a karakterisztikus sávok egyenlete, s ezzel természetesen bármely kezdeti 
görbéhez tartozó megoldástelület. Ezenfelül igen könnyen felírható a parciális diffe- 
renciálegyenlet általános megoldása is. Ebből következik, hogy elsőrendű parciális 
differenciálegyenletek teljes megoldásának az ismerete igen hasznos, és segítségével 
kikerülhetjük a karakterisztikák közönséges differenciálegyenlet-rendszerének sokszor 
igen fáradságos integrálását. 


a) A differenciál- Legyen u — u(x, y, a, b) kétváltozós elsőrendű parciális 
egyenlet felírása differenciálegyenlet teljes megoldása. Differenciáljuk a 


teljes megoldás 


segítségével teljes megoldást az x és y változók szerint, s ehhez 


hozzávéve magát a teljes megoldást, az 
u — u(x, y, a, b), 
u, — u (x,y, a, b), 
u, — u (x,y, a, b) 
rendszert nyerjük. Ha az a és b paraméterek függetlenek, a rendszer két egyenletéből 
a és b kiszámítható mint az Xx, y, u, u,, u függvénye, vagy u, — p, uy — g jelöléssel: 
a — G(x, V5 ü, D. 9), 
Té b(x, V: U, D; 9). 
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A harmadik egyenletbe helyettesítve a és b fenti kifejezését, x, y, u, p, g közti függvény- 
kapcsolatot kapunk, mely éppen a keresett differenciálegyenletet adja: 


F(x,y, u, p, g) — 0. 


8) Az általános — Bebizonyítható — mi itt azonban mellőzzük a bizonyí- 
megoldás felírása tást —, hogy a teljes megoldást reprezentáló integrál- 
—————— felületek burkolója is integrálfelülete az elsőrendű 
parciális differenciálegyenletnek. 
A differenciálgeometriából ismeretes, hogy az u — u(x, y; a) felületsereg bur- 
kolója az 
u(x, y; a) — 0, 
91 
Da 


—-— 0 


rendszerből az a paraméter kiküszöbölésével nyerhető. 
A teljes megoldások seregéből válasszunk ki egy egyparaméteres részsereget 
azáltal, hogy b a-nak meghatározott függvénye: 
b — b(a). 
Így a teljes megoldás 
u — u[x,y, a, b(a) ] 
alakú lesz. Differenciáljuk ezt az a paraméter szerint, s az eredményt tegyük zérussá: 


9u . Ju db 
öa "55 da" 
Ehhez hozzávéve a 
bd — b(a) 
összefüggést, a két egyenletből a és b értékét x és y segítségével kiszámíthatjuk: 
a ús a(x, y) 


b — b(x,y) — b [a(x, y) ) 
(A felülvonás jelenti a és b paramétereknek az x, y változókkal kifejezett alakját.) 
A burkoló egyenlete: 
u — u(x, y, a, b). 


A burkoló egyenletének alakjából kiolvasható, hogy az a b — b(a) tetszés szerinti 
függvényt tartalmazza. A parciális differenciálegyenletek általános megoldásának 
éppen az az alaptulajdonsága, hogy tetszés szerinti függvénytől függ. Így a kapott 
burkolókifejezés a keresett általános megoldás. 

Karakterisztikák előállítása teljes megoldásból. 


A karakterisztikus sáv több integrálfelület közös része. A teljes megoldás egyedei 
és az általános megoldás is integrálfelület. A teljes megoldás minden egyedét érinti az 
általános megoldás, közös részük karakterisztikus sáv. 

Karakterisztikus sávot kapunk, ha az 


u — u(x, y, a, b) 
3  Parciális differenciál — 44231 
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egyenlet és az 
u — ul(x, y, a, b) 


általános megoldás közös részét: metszésvonalát és a rájuk illeszkedő érintősík-sereget 
meghatározzuk." 


Példák és feladatok 


24. — Az (x— a)? 4 (p— b)? -- u? — R? függvény — ahol R állandó — egy par- 
ciális elsőrendű differenciálegyenlet teljes megoldása. a) Állítsuk elő a parciális diffe- 
renciálegyenletet. b) Számítsuk ki a teljes megoldás burkolóját, ha b — a a -- B 
(a, P állandók), c) Számítsuk ki azt a karakterisztikus sávot, melyet a teljes megoldás 
a — 1, b — l paraméterű egyede metsz ki a b)-ben számított burkolóból, 
Megoldás: a) A 
T — (x — a)? -- (y—b0?3 u? Rt 0 

teljes megoldásból felírjuk a parciális differenciálegyenletet. Differenciáljuk a T teljes 
megoldást az x és y változók szerint: 


9T 911 

JERES zttt É ae 2u— — 0, 
9x aldgai AE tax 
9 
9y 


T 9u 
; (y — b) aj 


[a ) 9 ú 
Innen rendezéssel s a p — Ax! g 5 jelölésekkel : 
xX—ajm-8— up, azaz a — X1 up, 
y—b-— ug, b — y 3- u a. 


Ezt T-be helyettesítve, kapjuk, hogy 
u? p? 4 u g" eh a E R2. 
u" kiemelésével az 
(pt 4? D—R? 
differenciálegyenletet nyerjük. 
b) Keressük meg a b — a a 3- 8 összefüggéssel meghatározott burkoló egyer- 
letét. (a és 8 állandók.) A teljes megoldásból u-t kifejezve: 


u — VR? — (x— a? — (y — 2. 
Differenciáljunk az a paraméter szerint: 


ö db 
8 2(x — a) 97 0 


da 21R2—(x— a? —(y—b)  2VR-G— gé éget 


Zérusra redukálunk, és felhasználjuk, hogy 


b—aadtB, azaz da e 


§ A teljes megoldások elméletének jelentős felhásználása a mechanikában 2 HAMIDTON—JIACOBI-féle egyenle9. 
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Kapjuk: 


íx — a) - [V/(ca-t 8) ]a — 0. 


a-t kifejezve? 


xt4tya—-—Ba 
a — —— —— 
l -- a? 
Ezzel 
xd§4ya-—Ba 
Új — 1340 am 


Helyettesítsük most a-t és b-t a 7 teljes megoldásba : 


1 3- o? 


Mn al e 
1 -- a 


Rendezve: 


(a x — y tr B) jó u? — R?, 


vagy más alakban: 


u(x, y) — 


c) Keressük most meg azt a karakterisztikus sávot, mely az a — 1, b — 1 esetben 
adódik. Ez esetben a b — a a 3-8 egyenletből 1 — a 3- 8, tehát B —- 1 — a adódik. 


A sávot az 


p2 - 0€x—y TB 


2 
36 -t u? — R2. 


"a 


iz? — R? — (x— 12—(y— 24, 
(15 a) 2 — (1-3 a9 RR—(ax—y-t1— a)? 


egyenletrendszer segítségével számíthatjuk, hiszen a karakterisztika a két felület közös 


része, tehát kielégíti mindkét egyenletet. 


A karakterisztikák egyenletét paraméteres alakban állítjuk elő. Legyen a paramétes 


s és a karakterisztika mentén 
u— u ns, 


Így a fenti egyenletrendszert átalakítva: 


(R? — 529) — (x— 12—(py— 1?— 0, 
(1-4 a2) (R? — 5) — [o6— 1) —(y— DP— 0. 


A második egyenletet átrendezzük és gyököt vonunk: 


VA Taj 8) — ax— D—(y— 1. 


Innen 


(y — D — a(x — 1) — [(1 7 a2) (R? — 52). 


Heiyettesítve ezt az első egyenletbe, a négyzetre emelés és összevonás után kapjuk, 
ZAL 


hogy: 


(1 2 a3) (x — D2— 2a [1-4 a) (R? — 52) (x — D -- a? (R? — 8) — 0. 


3rt 
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Ez a kifejezés teljes négyzet, tehát 


(V1-- c (x— D—aVR?— gy — 0, 


Íp2 2 
x—1-a[/d 3 


Így 


2 , 


a:41 


R2 s 
xs ip -3- l. 


x segítségével y is könnyen kiszámítható: 


R?-g 
pe 


A karakterisztikus görbe tehát a következő egyenletekkel jellemezhető: 


azaz 


ü — §. 


Hogy a karakterisztikát megkapjuk, ezt a görbét sávvá kell kiegészítenünk, p és g 
értékét a differenciálegyenlet segítségével számíthatjuk ki: 


dx dy du 
B TA gy? 
u2(p" x g? - 1) sé R3. 
Tehát 


"vaTeja—a JürA Rm 
9ptg--D-—-R. 


Megoldásul a következő kifejezéseket nyerjük: 


Ennél a feladatnál geometriailag könnyen szemléltethető a differenciálegyenlet teljes, 
partikuláris és általános megoldása. A teljes megoldás azon R sugarú gömbök serege, 
melyek középpontjai az (x, y) síkon vannak. A partikuláris megoldások gömbök, míg 
az általános megoldások körkeresztmetszetű csövek. A karakterisztikák — a gömbök 
és a csövek közös részei — körök (5. ábra). 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK 1. §. c) a) 37 


partikuláris megold 
N 


an em öm öm am mm 
Pen 


ef AS 
4 
AJ 
set TT drink s 
/ SZE 
o 
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25. Az alábbi kifejezések parciális differenciálegyenletek teljes megoldásai. Írjuk 


fel a parciális differenciálegyenletet: 
a , ay 7 b 
Heszezi 9 — ————— — § 
a) u V FAN gÖGáE Tab : 
szöl —1 
b) u -[7 xyDj ; 


c) u M—axi14by- ab; 
d) u? — 2 — a) bx— Dj; 
e) u — ay - V2ax- b 
26. Állítsuk elő az előző feladatban szereplő teljes megoldások burkolójának 
egyenletét, ha esetenként a következő összefüggések érvényesek a paraméterek között; 
a) b— 2 Va. 
b)b— —aa, 
c) b — 3a?, 


ahol a — állandó. 


2. §. POTENCIÁLELMÉLET 


A fejezetben szereplő feladatokat elektrosztatikus térre fogalmaztuk, de mint 
már erre a bevezetésben utaltunk, teljesen analóg feladatokra vezet a stacionárius hő- 
és folyadékáramlás problémája is. Ebben a két esetben a pozitív, illetve negatív pont- 
töltések szerepét a hő és folyadék forrás-, illetve nyelőpontjai veszik át. 


A fejezet feladatai két csoportra oszthatók: 

Az első csoportba azok a feladatok tartoznak, amelyeknél pont- és vonalszerű 
töltések elektromos terét kell meghatározni, ha a térben megadott potenciálú vezető 
felületek vagy különböző dielektrikumok vannak jelen. A második csoportba tartozó 
feladatoknál különböző alakú tartományokban kell meghatározni a potenciált, ha adott 
a potenciálnak a tartományt határoló felületen (síkban a síkbeli tartományt határoló 
görbén) felvett értéke. 

Az első csoport feladatai az ún. tükrözési módszerrel oldhatók meg, melynek 
lényege az, hogy a keresett potenciált az adott töltések és alkalmasan választott helye- 
ken elhelyezett megfelelő nagyságú képzeletbeli, ún. virtuális töltések vákuumbeli 
potenciáljából származtatjuk. A virtuális töltések helyét és nagyságát úgy kell meg- 
választani, hogy az eredeti töltéseknek a virtuális töltések által módosított potenciálja 
az adott peremfeltételt kielégítse. s 


A második csoportba tartozó feladatok az egyes tartományok GREEN-függvényei1- 
nek segítségével oldhatók meg, mégpedig a GREEN-függvény ismeretében egyszerű 
1ntegrálással. 

Az első csoport feladatainak megoldásához az elemi geometriából jól ismert 
APOLLONIUS-tétel ismeretén kívül semmiféle matematikai segédeszköz nem szükséges. 
Részletesebb matematikai előkészítést csak a GREEN-függvénnyel megoldandó fel- 
adatok igényelnek. 


a) Az elektromos potenciál és differenciálegyenlete 
KE4 . . 
Az elektrosztatikus tér E térerőssége rotációmentes, vagyiS 


rot E — 0, 


amiből következik, hogy a térerősség egy V(x, y, x) függvényből az alábbi módon 
származtatható: 


ES — grad V. 


Jelölje e a teret kitöltő közeg dielektromos állandóját. Legyen 


— o 


D-—- eE. 
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. e Set . . 
Az így definiált D vektor töltésmentes térben kielégíti a 


díivD — 0 


egyenletet, amiből következik, hogy homogén dielektrikum esetén a potenciálnak ki 
kell elégítenie a 
dvgradV—-—4V—-0 
egyenletet. 
Az elektromos potenciálnak, illetve térerősségnek a következő peremfeltételeket 
kell kielégítenie: 
a) Vezető felületen a potenciál á állandó. 


b) Két dielektrikum határán az E vektor tangenciális komponense, a D vektornak 

pedig normális komponense megy át folytonosan: 
E, Cin E 24 

: : Din -D 2n? 

vagyis 
£1 En — €2 Er 

ahol az 1, illetve 2 indexek az egyik, illetve másik dielektrikumra vonatkozó meny- 
nyiségeket jelölik. 

Ha a térben töltés is jelen van, akkor a zárt f felület belsejében levő e össz- 
töltésre a következő egyenlőség áll fenn: 


"D, df — 4re, 
) s j 


(Gondoljuk meg az egyes feladatok megoldásánál, hogy valóban teljesül-e ez az 
egyenlet.) 
Ezek alapján könnyen belátható, hogy az e pontszerű töltés potenciálja 


e 
KE 


ahol r az e töltéstől mért távolságot jelenti, míg egy végtelen hosszú egyenesen 
elhelyezkedő ag lineáris sűrűségű töltéseloszlás potenciálja 
V - — 2g1ogo, 


ahol o az egyenestől mért távolságot jelenti. 


b) A GREEN-függvény és alkalmazása 


DIRICHLET-feladatnak a következő problémát nevezzük: 
Keresendő az a harmonikus, vagyis a 
9y BV OV 


a ox2 " 9y2 " A22 


egyenletnek egy megadott tartományban eleget tevő függvény, mely a tartomány 
peremén előírt értékeket vesz fel. Ha a feladat megoldása független az egyik, pl. a 
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z koordinátától, akkor feladatunk a 

oy  oy 

9x2 Tag 9y? ii 
síkbeli LAPLACE-egyenlet azon megoldásának megkeresésére redukálódik, mely az. 
(x, y) sík egy zárt görbéjén adott értékeket vesz fel. 


Egy térbeli tartomány GREEN-függvényének a következő három tulajdonsággal 
rendelkező G(x, y, z; Xo, Vo, 29) függvényt nevezzük: 


1 G, mint az x, y, z koordináták függvénye, harmonikus az egész tartományban, 
kivéve az (Xg; Vo: 20) pontot; 

I ; 55 i l 

2" G-nek az (Xxo Yo: 29) pontban 7 alakú szingulariítása van, vagyis G — 8 


korlátos az egész tartományban; 


3" G a tartomány peremén a zérus értéket veszi fel. 
Síkbeli tartomány esetén a GREEN-függvényt teljesen analóg módon definiálj- 
tuk, csak a 2" feltétel helyébe a következő feltétel lép: 


zs 1 3 ; ; Íí 
2" G-nek az (xo; yo) pontban log — alakú szingularitása van, vagyis G — log — 
korlátos az egész tartományban. ú 


Az így definiált GREEN-függvény ismeretében a DIRICHLET-probléma meg- 
oldása a következő módon állítható elő: 


térben: 
hg 9G(x, sz Kgy 20) 
xyz 
S 
síkban 
9G(x, Y; Xo Yo) 
ulxg, 0) — — za m 7 ul) EB ds 
xy 


ahol S és C a térbeli, illetve síkbeli tartományt határoló felület, illetve görbe. (n a külső 
normálist jelenti.) 


c) Tükrözéssel megoldható feladato: 


Definíciók A P" pontot a S 


P pont § síkra 
vonatkozó tükörpontjának nevezzük (6. ábra), " 
ha 


BPPLS és PT-TP. p P 


a . ezájagyej zen keze ezáesmeástáttüjeláeszakesaaágtmngérek; essssejgs 
jé ve 


A P pont G gömbre vonatkozó inverz pontjának 


azt az OP félegyenesen fekvő P" pontot nevez- 
zük (7. ábra), melyre 


OP . OP" — a?, 


ahol a a gömb sugara, O pedig a centruma. 6, abra 
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A P" pontban elhelyezett e" töltést a P pontbeli e töltés S síkra vonatkozó tükör- 
töltésének nevezzük, ha P" a P pont § síkra vonatkozó tükörpontja, és 


, 


€ —e€. 


A P" pontban elhelye- 
zett e" töltést a P pontbeli 
e töltés G gömbre vonat- 
kozó inverz töltésének ne- 
vezzük, ha P" a P pont G- 
re vonafkozó inverz pontja, 
és 


j a 
€ — — — e, 
OP 
7. ábra ahol a a gömb sugara, 


O pedig centruma, 

Legyenek adva az S; és 55 síkok. Legyen P, a P pont §, síkra vonatkozó tükör- 
pontja, P, a P, pont S. síkra vonatkozó tükörpontja, P, a P, pont S, síkra vonatkozó 
tükörpontja és í, t. Az így kapott P,, P,, P,, . . . pontrendszert a P pont §, és §, síkokra 
vonatkozó tükörpontrendszerének nevezzük. 

Fontos megjegyezni, hogy ez a pontrendszer nem azonos a P pont S, és Sz síkokra 
vonatkozó tükörpontrendszerével. Tehát a definícióban fontos a síkok sorrendje. 
Hasonló megjegyzés érvényes a következő definíciókra is. 

Legyen adva az 5 sík és a G gömb. Legyen P, a P pont § síkra vonatkozó tükör- 
pontja, P, a P, pont G gömbre vonatkozó inverz pontja, P, a P, pont S síkra vonatkozó 
tükörpontja, és í. t. A P,, P,, P,, . .. pontrendszert a P pont § síkra és G gömbre 
vonatkozó tükör-inverz pontrendszerének nevezzük. 

Ha a pontrendszer képzését a G gömbre vonatkozó inverzióval kezdjük, és :.: 
5 síkra vonatkozó tükrözéssel folytatjuk, akkor a kapott P,, Po, Ps, ... pon 
rendszert a P pont G gömbre és S síkra vonatkozó inverz-tükör pontrendszerér" 
nevezzük. 

Végül legyenek adva a G, és G, gömbök. Legyen £, a P pont G,-re vonatkozó 
inverz pontja, P, a P, pont G.-re vonatkozó inverz pontja, Ps a P, G,-re vonatkozó 
inverz pontja, és í. t. Az így kapott P), P,, P,, . . . pontrendszert a P pont G, és G, 
gömbökre vonatkozó inverz pontrendszerének nevezzük. (A P pont G, és G, gömbökre 
vonatkozó inverz pontrendszere, amint arra már fentebb utaltunk, nem azonos a fenti, 
G., és G, gömbökre vonatkozó inverz pontrendszerrel.) 

A fentiekkel analóg módon definiáljuk a P pontbeli e töltés két síkra vonatkozó 
tükörtöltés-rendszerét, síkra és gömbre vonatkozó tükör-inverz töltésrendszerét, gömbre 
és síkra vonatkozó inverz-tükör töltésrendszerét, és végül két gömbre vonatkozó inverz 
töltésrendszerét. 


Példák és feladatok 


1. Aza sugarú, O centrumú G gömb legyen az S síktól d távolságban. Kiszámítandó 
az O pont S síkra és G gömbre vonatkozó O1, 02, Oz, . . . tükör-i -inverz pcentrend- 
szere pontjainak az S síktól való Xx1, Xo, Xg, : . . távolságai. 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK: 2. §. c) 2. 43 


Határozzuk meg a páros, illetve páratlan indexű pontok torlódási pontjainak 
abszcisszáit. 


Legyen a—2 d— 7 cm. Határozzuk meg a pontrendszer első hat pontjának 
helyét és a páros, illetve páratlan indexű pontok torlódási pontjait. 


S 


8. ábra 


Megoldás : Az O, pont §-től való távolsága: 


Xi tema — d. 


Az 05 pont §-től való távolsága: 


Hasonlóan 
a? 
MESS tog ő 


a" 
lg éz esö 


2d — 


Általánosan (O — O), jelöléssel) : 
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ahol s, az 
a? 
§ — -———-- e 
po 
2d — KEHÁT 7 
dd zi. 
- vat 9d eg 


végtelen lánctört? n-edik részlettörtje, és s, — 0. 


A lánctört értéke, vagyis az 


s — líim s, 
nNn— 600 
érték az 
s — a 
2d — s 


egyenletből számítható ki. Innen 


s-d— [8 — a. 


Ebből 

lim xon — VÉ — ag, 

nNn5 00 

í sti 2 2 
lim xy — — VP — a, 
n-oco 

§ Az 
$ s 21 Ta. 
ba -k —- ál 
EE TE ÉTET 


a a a 
szg $ — ts , Ín — —— úr" 
§ b, -b 5 b, -H ész EM ezezt 
si b. 8. 
4.0 
sg 
törtek a lánctört részlettörtjei. Ha az 
)1s $9. . e; Sm 005 
sorozat konvergens, akkor a lánctörtet konvergensnek nevezzük, és értékének az 
sz Jim Sn 
"o 
határértéket tekintjük. Ha 
4 — digjn — Utan - ditsn s, ves 
bi — bian — bi3an — bitsn ; ... (ii — 1], 2, 3, 0.09 NH? 


akkor a végtelen lánctörtet szakaszos végtelen lánctörtnek nevezzük. Ha a szakaszos végtelen lánctört konvergens, akkos 
értéke a következő algebrai egyenletből számítható ki: 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK; 2, §. c) 1—3., 4.5 


A numerikus adatokkal: 


b etzéi s ell mel 
xs — 6,71429, xs — —6,71429, 
xa — 6,70834, x. — —6,70834, 
xs — 6,70821. 
lim xen — 6,70820, — lim xen.1 — —6,70820. 
! ( so Nn— co 


(Jól látható a páros, illetve páratlan indexű pontok gyors konvergenciája. Mitől függ 
a konvergencia sebessége ?) 


9. ábra 


2. Az a sugarú, P centrumú G, és a b sugarú, O centrumú G., gömbök közép- 
"pontjai legyenek egymástól OP — d távolságra. Határozzuk meg a P pont G, és G, 
gömbökre vonatkozó BP), P,, P,, . . . inverz pontrendszere pontjainak az O ponttól mért 
-X1 X 9) X35 9... távolságait. 

Legyen a — 3, b — 2, d — 10 cm. Kiszámítandó x,, X2, . . . , Xg, valamint 


lim Xon és hm Xen4.1 
n—o n—00 


3. Egy végtelen földelt S vezető síktól m távolságban e nagyságú pontszerű töltés 
van. Kiszámítandó: 

a) a töltés elektromos terének potenciálja; 

b) a síkon elhelyezkedő felületi töltés sűrűsége ; 

c) a ponttöltés helyétől a síkra bocsátott merőleges talppontja mint középpont 
"körül rajzolt R sugarú körlemez összes töltése. 

Megoldás : a) Az elektromos teret úgy származtathatjuk, mintha azt az e töltés és 
.annak 5-re vonatkozó —e tükörtöltése hozta volna létre. Tehát a tér potenciálja: 

e e 

— [m— x-et [In4xé fe 


(Az így kapott V potenciál az § síkon valóban eltűrik.) 


V 
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) b) A vezető síkon a térerős- 

; ség: 

/ P 

A FA 2me 

4 E — —— rege s 
(mér) 


SAN 


A vezetőben az elektromos tér- 
erősség zérus, tehát E egyenlő a 
térerősség merőleges komponen- 
sének ugrásával, és így a felü- 


27 , 


leti töltés sűrűsége: 


i 2me 
TT ag (mó ny 
me 1 
si 2m (m? -k ryh 


ISSSSSSSSSSSSSSSISHESS S 


dl 


c) Az R sugarú körlemez 


lu. abra összes töltése: 
R ös 
me 2 rdr ai m 
2 ) (m2 ar) (mő - R9)h[7 


4. A g végtelen egyenes párhuzamos az § végtelen földelt vezető síkkal; a kettő 
közötti távolság legyen m. A g egyenesen egyenletesen megoszló töltés helyezkedik el 
g lineáris sűrűséggel. Meghatározandó : 

a) a töltés elektromos terének potenciálja; 

b) a felületi töltés sűrűsége az S síkon; 

c) az §-ből kivágott, h oldalhosszúságú, a g egyenes § síkon levő merőleges 


vetületére szimmetrikus négyzet összes töltése. 
kt all d d It 6 .. Ld , .. [A , ? .. 
5. Két, egymással K (k — 2, 3, 4, . . .) szöget bezáró földelt vezető félsík szög- 


terében levő P pontban e nagyságú pontszerű 
töltést helyezünk el (11. ábra). Kiszámítandó: 
a) a töltés elektromos terének poten- 
ciálja; 
b) a töltésre ható erő iránya és nagysága 
k — 2 esetén. 


6. Két, egymással § (k — 2, 3, 4, . . .) szö- 


get bezáró földelt vezető félsík szögterében 
mindkét síkkal párhuzamos g egyenes helyez- 
kedik el. Az egyenesen egyenletes töltésel- 
oszlás foglal helyet g sűrűséggel. Kiszámítandó 
a töltéseloszlás elektromos terének potenciálja, 
7. A térbeli koordináta-rendszer első 
nyolcadának  P(a, b, c) pontjában legyen 11. ábra 


—— 
e. 
mmm 
— 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK: 2. §. c) 3—9. 47 


elhelyezve e nagyságú pontszerű töltés. A kérdéses 
nyolcad teret földelt, vezető negyed síkok határolják. N 
Kiszámítandó : 

a) a töltés terének potenciálja; 

b) a földelt, vezető síkok által a töltésre gyako- 
rolt erő nagysága és iránya. 

Útmutatás: Az elektromos tér az első tér- 

nyolcadban a koordinátasíkok által határolt tér- 
nyolcadok mindegyikében elhelyezett egy-egy meg- 
felelő helyzetű és nagyságú pontszerű töltésbő; 
származtatható. 
8. Legyen e" az e töltés G gömbre vonatkozó 
inverz töltése. Bizonyítsuk be, hogy a G gömb az e 
és e" töltések terének nulla potenciálú felülete. En- 
nek alapján oldjuk meg az alábbi feladatot: 

Egy e pontszerű töltést az a sugarú töltetlen vezető gömb O centrumától 
d távolságra helyezünk el. Mekkora erővel vonzza egymást a gömb és a töltés? 

9, Egy a sugarú töltetlen vezető gömb középpontjától d távolságra e pontszerű 
töltést helyezünk el. Kiszámítandó az influencia útján szétválasztott töltés nagysága. 


Megoldás: Az előző feladatnál alkalmazott meggondolások alapján az erőtér 
potenciálja : 


12. ábra 


ö —aj PEN ill . a Va ae 
V(r, p) — e(d? 4 r? — 2rd cos og) —e[g tg frdcosp] EÜ 


Ebből a felületi töltéssűrűség az a sugarú gömbön: 
l 9V e d? — a? e 


Tam ör ira gieZadcoso]t Amad" 
A pozitív és negatív töltéseket az 7 — 0, azaz 
d2 3 2 — d" (d? — a)" 


Metz dad 


— CcOoS pi 


kör választja el. 
Tehát az összes pozitív töltés: 


§1 ra 2n 
[nd — sz (E — a  J z- az — 2 adcos gp)" " at sin p dp dp — 


0 09 0 


l 


e€ a e dx e a 
jö dass — — (d? — a? fless se ssénge ze ez (5 ICÖS — 
2 g(1— 005 pg) 5 (d JÜ fides ese E száebj 37 1) 
COST) 
4 42 ő 
E emet L(d2 tHta—-2adx maless KT 


- 3 (1 — cos pi) Ha 


ses 
2d 
[342—30—a9)"], 


HB] e 
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10. Az egymástól ! távolságra levő, párhuzamos, földelt, vezető S, és S. sík közé 
e nagyságú, pontszerű töltést helyezünk el az §, síktól d távolságra. Meghatározandó: 


a) a töltés elektromos terének potenciálja; 
b) a töltésre ható erő. Í 


Útmutatás : Az elektromos teret az e töltés S, és S, illetve S, és.§, síkokra vonat- 
kozó tükörtöltés-rendszeréből származtathatjuk. 


11. Két párhuzamos, földelt vezető sík között a síkokkal párhuzamos g egyenest 
helyezünk el. Az egyenesen egyenletes töltéseloszlás foglal helyet g lineáris sűrűséggel. 
Meghatározandó a töltéseloszlás terének potenciálja. 


12. Az a sugarú vezető G gömb centrumától d távolságra végtelen földelt vezető 
S sík foglal helyet. A gömb legyen va potenciálú ekvipotenciális felület. Kiszámítandó 
az elektromos tér potenciálja. 


Útmutatás : A keresett elektromos tér a G gömb O, centrumában elhelyezett 
Co, — avag nagyságú pontszerű töltésből, továbbá ennek az § síkra és G gömbre vonat- 
kozó tükör-inverz töltésrendszeréből származtatható. 


13. Az előző feladatban legyen a— 2cm, d—7cm, vy— 2cmh gl: sec-], 
Adjunk olyan közelítő képletet a tér potenciáljára, mely az egész szóba jövő térrészben 
A — 001 cm gl: sec7! értéknél kisebb hibával tér el a pontos értéktől, 


Útmutatás : Alkalmazzuk a harmonikus függvények maximum-elvénekt alábbi 
nyilvánvaló következményét: két adott tartománybeli potenciál egymástól való eltéré- 
sének abszolút értéke a tartomány bármely belső pontjában kisebb, mint a két poten- 
ciá! egymástól való eltérése abszolút értékének a tartomány peremén felvett maximuma, 


14. Az a sugarú G vezető gömb O centruma legyen a vezető S síktól A távolságban. 
Kiszámítandó az O pontból az § síkra bocsátott merőlegesen, a síktól d távolságban, 
a sík és a gömb között levő P pontban elhelyezett e pontszerű töltés terének potenci- 
álja, ha a gömböt és a síkot földeljük. 

15. Az a sugarú, P centrumú G) és a b sugarú, 0 centrumú G, vezető gömbök 


középpontjai legyenek egymástól OP — d távolságra. A G, gömb legyen V9 poten- 
ciálú ekvipotenciális felület, a G, gömb pedig legyen földelve. Kiszámítandó az elektro- 
mos tér potenciálja. 


Útmutatás : A keresett tér egy, a P pontban elhelyezett pontszerű töltésből és 
ennek a G, és G, gömbökre vonatkozó inverz töltésrendszeréből származtatható. 
16. A teret egy sík két részre osztja. Egyik felét es, másik felét e, dielektromos 
állandójú homogén szigetelő közeg tölti ki. A határsíktól d távolságban fekvő P pont- 
ban e pontszerű töltést helyezünk el. Határozzuk meg az elektromos potenciált mind- 
két közegben. 


Útmutatás : A töltés oldalán az elektromos teret az e töltésből és a P pontnak 
a határsíkra vonatkozó P" tükörképében elhelyezett ae töltésből származtatjuk. A sík 
:másik felén az elektromos teret a P pontban elhelyezett fe töltésből származtatjuk 
(13. ábra). 


tk A maximum-elv a következő: : 

Ha a zárt 7 tartományban értelmezett és itt folytonos u(x, y, 2) függvény a T tartomány belsejében harmonikus, 
.akkor a zárt T tartománybeli legnagyobb és legkisebb értékét a tartomány peremén felveszi. Ha ezenfelül az u(x, y, 2) 
függvény nem azonosan konstans, akker a zárt T tartománybeli legnagyobb és legkisebb értékét csak a tartomány peremén 
veheti fel, (Lásd: A. N. Tyihonov—A. A. Szamarszkii: A matematikai fizika differenciálegyenletei, Akadémiai Kiadó 
Budapest. 1956. 317. o.) 
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17. — Az egész teret kitöltő e, di- LAS 
elektromos állandójú homogén szige- e, (kg e, 
telő közegben egy e, dielektromos P 
állandójú, a sugarú homogén szige- 4 T 
telő henger foglal helyet. Az e, di- 4 ; 
elektromos állandójú közegben a hen- a ip 
ger tengelyével párhuzamosan, attól ; ZAN ! 
d távolságraegy g egyenest helyezünk — P 44 j P 
el, melyre egyenletes g lineáris sűrű- 6 27 E OGEEGEZ (ZRGGEEEET sz 
ségű töltést viszünk fel. Meghatáro- ci 78 8 j 
zandó az elektromos potenciál a hen- MESEZSZESES 7 o öggaszaga Cl öezEgs a 
ger külsejében és belsejében. 

Útmutatás : Az elektromos teret 5. 
a henger külsejében a g egyenesen A 
elhelyezkedő g sűrűségű, a g egyenes- 
nek a hengerre vonatkozó g" inverz ON 
képén (g" a henger tengelyével párhu- 13. ábra 


zamos egyenes, melynek a tengelytől 

való d" távolságára fennáll: d:-d"—a?) elhelyezkedő ag sűrűségű és a henger tengelyé- 
ben elhelyezkedő 8g sűrűségű lineáris töltéseloszlásból származtathatjuk. A henger 
velsejében a tér a g egyenesen elhelyezett yg sűrűségű lineáris töltéseloszlásból szár- 
maztatható (Il. az előző feladat megoldási módszerét). 

18.  — Ateret három különböző, ez, e, és eg dielektromos állandójú homogén szigetelő 
közeg tölti ki, melyeket az egymással párhuzamos §) és S, síkok választanak el. A két 
sík távolsága legyen 21]. A két sík közti dielektrikum (dielektromos állandó legyen e)) 
P pontjában e pontszerű töltés helyezkedik el, a síkok felezősíkjától d távolságra. Adjunk 
módszert az elektromos potenciál kiszámítására mindhárom térrészben. 

Útmutatás : Az elektromos potenciált a P pontnak az §5 és §., illetve S, és S, 
síkokra vonatkozó tükörpontrendszerén elhelyezkedő töltésekből származtathatjuk a 
következő módon: a két sík közötti térben a potenciál kiszámításához a két pontrendszer 
összes pontján elhelyezünk virtuális töltést, és figyelembe vesszük a P pontbeli e 
töltést is, míg a szélső dielektrikumok esetén az illető dielektrikumba eső pontokon 
nem helyezünk el virtuális töltést. A virtuális töltés nagysága adott pontban függ 
attól, hogy melyik térrészbeli potenciál kiszámításához használjuk. 


GÁT ta ama tal mm eMU G— 
CA 0 CAN CSIDN aZ GE 


14. ábra 
4  karciális differenciál — 4423) 
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d) GREEN-függvények és segítségükkel megoldható feladatok 


Az előző pontban alkalmazott tükrözési módszer minden további kiegészítés 
nélkül alkalmazható a legegyszerűbb tartományok (pl. félsík, féltér, kör, gömb stb.) 
GREEN-függvényeinek meghatározására. Ehhez csupán azt kell szem előtt tartani, 
hogy egy tartomány GREEN-függvényének a megszerkesztése lényegében a tarto- 
mány belsejében elhelyezett pontszerű töltés potenciáljának a meghatározásával 
azonos feladat, ha a tartomány határát zérus potenciálú vezetőfelület (vagy felületek) 
alkotják. 


Példák és feladatok 


Határozzuk meg az (x,y) sík y m 0 félsíktának GREEN-függvényét. 
Határozzuk meg az (x, y, 2) tér z — 0 félterének GREEN-függvényét. 
Határozzuk meg az (x, y) sík o sugarú körének GREEN-függvényét. 
Határozzuk meg az (x,y, 2) tér e sugarú gömbjének GREEN-függvényét. 
Igazoljuk, hogy az (x, y) sík o sugarú félkörének GREEN-függvénye : 


e 


ya ga 0 e 


. 


1 ] 1 1 
G(x, y; Xg: Vo) — 198 log tk BET Ha j 
0 


ahol a következő jelöléseket vezettük be: jelentse Pg az (Xo;, Yo) pontot, 0 az (x,y) 
pontot, P, a P, pontnak a félkört határoló egyenesre vonatkozó tükörképét, PJ a DP), 
Pf pedig a P, pontnak a körre vonatkozó inverz pontját. Ekkor 


ro — OBPg 1 OD r, — OP,, Mm sz0PL 


6. Igazoljuk, hogy az (x,y, 2) tér o sugarú félgömbjének GREEN-függvénye: 
1 
G(X y. 2; XYZ) — gt 77 
0 


ahol a következő jelöléseket vezettük be: jelentse DP, az (Xg; Yo: 20); 9 az (x, y, 2) pontot, 
P, a P, pontnak a félgömböt határoló síkra vonatkozó tükörképét, Pf a Po, Pj pedig a 
P, pontnak a gömbre vonatkozó inverz pontját. Ekkor . 


ro — OP, ra — OP, ri — OP,, ri OP), 


és a a P pontnak a gömb centrumától mért távolsága. 
7. — Írjukfela z — 0 féltérre vonatkozó DIRICHLET-probléma megoldását 
explicit alakban. 

U tmutatás : Helyettesítsük be a féltér GREEN-függvényét a 41. oldalon szereplő 
megoldásképletbe, és végezzük el a kijelölt differenciálást. 
8. Írjuk fela o sugarú gömbre vonatkozó DIRICHLET-probléma megoldását 
explicit alakban (lásd a 7. feladatot). 
9. — Írjuk fel a o sugarú körre vonatkozó DIRIcHLET-probléma megoldását 
explicit alakban (lásd a 7. feladatot). 
I0. Számítsuk ki a 41—0 LAPLAcE-egyenlet megoldását az egységgömb belsejé- 
ben fekvő P pontban, ha a felszínen az u függvény peremértéke a PO — r távolsággal 
arányos, ahol 0 a gömbfelszín pontja. 


PÉLDÁK ÉS FELADATOK: 2. §. d) 1—15. 51 


11. Az egységgömb felszínén értelmezett az 
Up — 2r" log p 


függvény. r — PO, ahol P — P(1/2, 1/V3, 1/3) egy a gömb belsejébe eső pont, p pedig 
a O(L, O, p) felületi pont polárkoordinátája, ha a polárkoordináta-rendszerünket úgy 
választjuk, hogy a z tengelyből kiinduló és a P ponton áthaladó félsíkon p — 0. 
Határozzuk meg a 4u — 0 egyenlet megoldását a P pontban ! 
12. Keressük meg a LAPLACE-egyenlet megoldását az a — 5 sugarú gömb 
P(0, 3, VT) pontjában, ha a gömbfelszínen 
szaz égsz HE sze 
Up —-— arsin 5) ) 
a megoldásfüggvény értéke. 


13. Keressük a DIRICHLET-probléma megoldását az egységkör belsejébe eső P 
pontban, ha a kör kerületén a függvény az ux — tg ? értékeit veszi fel. 


14. Keressük meg a z — 5 síkkal határolt z — 5 féltérben fekvő P(2, 4, 6) pontban 
a 4u — 0 LAPLACE-egyenlet megoldását, ha a z — 5 síkon a peremérték 


x— 2 
Up — y 
0, ha 0€ET 2 Sy E 5 négyszög) 
I5. — Határozzuk meg a Au — 0 LAPLACE-egyenlet megoldását az y5— 0 félsík 


IT IT 
öz 2 


5 ha 0e€eT (Ta0sxsosö3, 


pontjában, ha az y — 0 határegyenes mentén a függvényérték 


1 
j ha —tSxzsSm 
sz la 


0, ha lxI57e 
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3. §. HŐVEZETÉS 


Az alábbiakban a hővezetés elméletének legfontosabb tudnivalóit ismertetjük. 
Részletes tárgyalást illetően TYIHONOV — SZAMARSZKIJ ,A matematikai fizika 
differenciálegyenletei" c. könyvének idevágó részeire (190—264. o.) utalunk. 


a) A hővezetés differenciálegyenlete 


Feltételezzük, hogy a hővezető test, melyben a hőmérsékleteloszlást keressük, 
homogén és izotrop. Jelöljük a test hővezető képességét k-val, fajhőjét c-vel és sűrű- 
ségét 9-val. A hőmérsékletet V-vel jelöljük. 

do: jelentse a test felületének elemi részét, n . pedig a do" kifelé mutató egységnor- 
málisát. 

Feltételezzük, hogy érvényes FOURIER törvénye, mely szerint a do felületele- 
men dt idő alatt 


19—— őt dor dt 


hőmennyiség halad át. Mivel 


9v 
SES grad V : n, 


kapjuk, hogy 
dO — —kgrad V :nddo dt. (3.1) 


Legyen 0) a test § felületén a (ty, £2) időköz alatt átáramló hőmennyiség, 0. 
pedig a test hőmérsékletének V(x, y, z, to) — V(x, y, z, ts) fokkal való emeléséhez 
szükséges hőmennyiség. A hővezetés differenciálegyenletét a hőmennyiség megmara- 
dásának törvénye fogja szolgáltatni, mely szerint 


01 ete 0. — 0. 
3.1) felhasz nálásával kapjuk, hogy 
[3 
00——f JfkgradV.-ndodt, 
4 "5 
továbbá 


0. — [/f ce Vtey, zt) — Ves, 2, t)1dz, 


r 
43 
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ahol B a test térfogatát, dr pedig a térfogatelemet jelenti. 04 kifejezésében a felületi 
integrált térfogati integrállá alakítjuk át GAUSsSs-ZOSZTROGRADSZKIJ tétele alapján:" 


0 — — f 11] rdiv grad V - dr dt. 
t, B 


A 0) -- 0; — 0 egyenlőségből a 0, kifejezésében az integrandust integrál alakjában 
írva fel, azt kapjuk, hogy 


mij JJ k div grad V dr dt -- JJ co kjp y, 2 () dtdr — 0. 


Mivel kagék bármely B térfogatrészre és (ft), s) időintervallumra fenn kell állnia, 


— kdiv grad V 2 ce - 0 


adódik. 
Ez a hővezetés keresett differenciálegyenlete. Mivel 


2 


. 92 92 9 
div grad -zetazt pe A, 


az egyenlet a következő alakba írható : 


ahol a — ka 8 
co 


(Megjegyezzük, hogy a diffúzió problémája is a fenti differenciálegyenletre vezet.) 


f 


a) Kezdeti és A közvetlen fizikai szemlélet mutatja, de matematikai- 
peremfeltételek lag is bebizonyítható, hogy a hővezetés differenciál- 
egyenletének megoldását egyértelműen csak a hő- 
mérséklet valamely (a számításokban kezdetinek választott) időpontban felvett elosz- 
lásának és a test peremén megadott bizonyos tulajdonságainak ismerete határozza. meg. 
A hőmérséklet kezdeti időpontban felvett eloszlásának előírását kezdeti fel- 
tételnek, a hőmérsékletre vonatkozó és a peremen teljesítendő kikötéseket pedig 
peremfeltételeknek nevezzük. Gyakorlatilag a következő három peremfeltétel fontos: 
a) Első peremfeltétel: adott a himérséklet értéke a peremen: 


V(x,y, zt) — u(x, e 2, t), (x,y, 2€5) 
$ A GAUSS—OSZTROGRADSZKIJ-tétel a következőt mondja ki: 


"ndo — (ff div gds, 
[esz fás 


ahol g vektor-skalár függvényt jelent. 
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b) Második peremfeltétel: adott a test felületének egységnyi darabján időegység 
alatt átáramló hőmennyiség nagysága. Tekintettel arra, hogy a felületegységen át- 
áramló hőmennyiség arányos a hőmérséklet normálismenti deriváltjával, ez a feltétel 
a következő alakban írható fel: 


9V 
kze tzzüi g(x, Y. 2; 2), (x, Yy,z e 5). 


n 
c) Harmadik peremfeltétel: a hővezető test adott 9 hőmérsékletű testtel érint- 
kezik, és feltételezzük, hogy a két test között a felületen a lineáris hőátadási törvény 


érvényes, vagyis a testbe időegység alatt a felületegységen keresztül beáramló k k 


hőmennyiség arányos a két test között fennálló 9 — V hőmérsékletkülönbséggel: 
9V 
koz — A(x, y, 2) [B(x, y, z, $) — V(x, y, z, 2], (x,y, ze 5). 


A a két test hőátadási tényezője, mely nyilvánvalóan mindig pozitív, és általában 
a hely függvénye is lehet. 

A következőkben két megoldási módszerre vonatkozóan közlünk példákat. Az első 
a FOURIER-féle, a második pedig a LAPLACE-transzformációs módszer. A LAPLACE- 
transzformációs módszernek két változatát fögjuk használni, Az első módozat (ez a 
közismertebb) abban áll, hogy a megoldandó differenciálegyenletet valamelyik válto- 
zója (pl. az idő) szerint LAPLACE-transzformáljuk, és ezáltal a kérdéses váltczó sze- 
rinti deriváltakat a differenciálegyenletből eltüntetjük (17—35. feladatok). A második 
módozat lényege az, hogy a keresett ismeretlen függvényeket meghatározott alakú 
próbafüggvénnyel állítjuk elő. Ennél a módszernél a próbafüggvényt a differenciál- 
egyenletbe helyettesítve, majd az így kapott egyenletet LAPLACE-transzformálva, 
a próbafüggvényben szereplő ismeretlen függvény LAPLACE-transzformáltja alseb- 
rai egyenletből számítható ki (36—59. feladatok). Ez utóbbi módozat homogén 
kezdeti feltételek mellett elsősorban lineáris hővezetési problémák megoldására 
használható. 

Mindegyik feladatnál feltesszük (anélkül, hogy ezt mindig külön ktírnánk), hogy 
a hővezető test homogén és izotróp. A feladatok legnagyobb része a hővezető test 
alakja szerint három csoportba sorolható: 1. rúd, 2. henger, és 3. gömb. 


1. A rúdnál feltételezzük, hogy a rúd egyes keresztmetszeteidben a hőmérséklet 
csak a hosszanti koordinátától (jelöljük x-szel) függ, vagyis adott keresztmetszet 
különböző pontjaiban a hőmérséklet ugyanaz. A rudak oldalaik mentén hőszigetelve 
eloszlás: V(x, t) csupán a rúd meghatározott pontjától mért x távolságtól és a t időtől 
függ. 
2: Hengereknél feltételezzük, hogy a kezdeti hőmérsékleteloszlás és a peremfeltétel 
hengerszimmetrikus, és így a hőmérséklet csak a tengelytől mért r távolságtól és a 
t. időtől függ. 
3. Gömböknél szintén csak olyan esetekre szorítkozunk, amelyeknél a hőmérséklet 
csupán egy helykoordinátától, a centrumtól. mért r távolságtól és az időtől függ. 

Ezen három esetnek megfelelően a hővezetés differenciálegyenletét a következő- 
képp írjuk (hacsak egyes példáknál nem állapodunk meg ettől eltérő jelölésben) : 
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1. Rúd esetén: 


9V 92 
Erőt (1) 
2. Henger esetén: 
9V y 19/y 
8 tat Tar e 
3. Gömb esetén: 
o9V ov 29y 
0 "ga T7 or 111) 


Otacionárius hőmérsékleteloszlásról akkor beszélünk, ha a hőmérséklet az időtől 
nem függ. Ebben az esetben a fenti egyenletek bal oldalán álló idő szerinti deriváltak 
eltűnnek. 

Két gyakrabban használt jelölés: 


u 
2 á 
erf u — Ter sál dx, 
Vo 
0 


oo 


erfc u — I e dx. 
u 


b) FOURIEk£-módszer 


I. . Meghatározandó a hőmérséklet egy ! hosszúságú rúdban mint a hely és az idő 
függvénye, ha a rúd x — 0 és x.— l/ koordinátájú végpontjait állandóan zérus hőmér- 
sékleten tartjuk, és a t — 0 időpillanatban a rúd hőmérsékletét mint a hely függvényét 
az f(x) (0 S x c 1) függvény írja elő. Feltételezzük, hogy a rúd egyes keresztmet- 
szeteiben a hőmérséklet csak az x koordinátától és az időtől függ, tehát adott kereszt- 
metszet különböző pontjaiban a hőmérséklet ugyanaz. A rudak oldalaik mentén 
legyenek hőszigetelve. 
Tehát a keresett V(x, t) hőmérsékletfüggvénynek ki kell elégítenie a 


ka s aza (3.2) 

differenciálegyenletet a következő kezdeti, illetve peremfeltételek mellett: 
V(x, 0) — f(x), (0sS xs 0,, (3.3) 
V(0, 2 — VII, 2) — 0, (t5 0). (3.4) 


Megoldás: Tegyük fel először, hogy f(x) folytonos, FouRIER-sorba : fejthető 
függvény. 

Keressük először a (3.2) differenciálegyenlet csak helytől és csak időtől függő 
tényezők szorzataként előállítható, 


V—- XIJTO) 


alakú partikuláris megoldásait, melyek a (3.4) peremfeltételt kielégítik. Ezek a megoldá- 
sok a következő alakúak: 


nt at , 
7 (n — 1, 2, 3, . . .) 


. NI — a 
V.(x, £) — sin -rx e 
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Nyilvánvaló, hogy ilyen alakú függvények minden véges lineáris kombinációja is 
kielégíti a (3.2) egyenletet és a (3.4) feltételt. Ezért tekintsük a következő végtelen sor 
által definiált függvényt: 
00 n: a 
—- 


$  . ni kádéssát 
VGx)— 2 asin-rx e TF , 
n51 
ahol 


l 
2 ; 
—7 0 sin Te dé. 
0 


Tekintettel arra, hogy ebből a sorból bármely változó szerint tagonkénti differenciá- 
n? g? 
jazz a—— t . e , ? , 
lással képezett sor az e . "7 — — konvergencia-faktor jelenléte folytán t-— 0 esetén 
mind x-ben, mind pedig £-ben egyenletesen konvergens, ezért a 


9 ey 

9t" 0x 
deriváltak sorai t5 0 esetén tagonkénti deriválással kaphatók meg. Minthogy a 
V(x, $) függvény sorának minden egyes tagja külön-külön kielégíti a (3.2) egyenletet 
és a (3.4) peremfeltételt, következik, hogy a V(x, £) függvény maga is kielégíti a (3.2) 
és (3.4) egyenletet. 


Most még meg kell vizsgálni a kezdeti feltétel teljesülését. A végtelen sorok 
elméletéből ismeretes a következő tétel: ha az 


ap tajt dt sss 


végtelen sor konvergens, és összege A, akkor az 


f(2) Ez do e7 ee -k d4 eat -k ... 
sor, ahol 
0 hl an hel Ci hd 0... 
és 
t5 0, 

szintén konvergens, és 

lim f(2) — 4A.? 

160 


Ezt a tételt alkalmazhatjuk a 
kiző n? a: 
V(x, t) — 2 ű sin txe 
H-t l 
függvényre. 
Ha f(x) folytonos a 0 — x — ! intervallumban, és f(0) — f(1) — 0, akkor a szinusz- 
sora0Sxsasl! intervallum minden pontjában f(x)-hez konvergál. Minthogy a fent 
idézett tétel szerint 


lim V(x, ) — 2 a, sin x — f(20, 
160 n-1 l 


az így definiált V(x, t) függvény a feladat összes feltételét kielégíti. 


$ Ez a kézenfekvő tétel nem nyilvánvaló. Lásd nb tételét (Szász P,: A differenciális- és integrálszámítás elemei.) 
Közokt. Kiadóváli. Budapest, 1951, I. köt. 624. o.) 
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Abban az esetben, ha f(x) nem tűnik el x — 0-nál és x — 1-nél, akkor f(x) szinusz- 
sora az intervallumnak ezen végpontjaiban természetesen nem állítja elő a függvényt, 
de minden 0 cx cl] pontban már előállítja. 


Ez gyakorlati szempontból azt jelenti, hogy tekintve V(x, t) sorának egy n tagból 
álló véges részletösszegét, ezen részletösszeg által előállított függvény a (0, 7) inter- 
vallum végpontjaiban annál meredekebben közelíti meg az f(x) függvényt, mennél 
kisebb a t5 0 érték, és mennél nagyobb n. 


Hasonló a helyzet az intervallum azon belső pontjaiban is, ahol f(x) nem folytonos. 
Legyen az f(x)-nek az x — xg pontban első fajú szakadása. Ekkor egyre kisebb t 50 
és egyre nagyobb n értékeket véve fel, a sor n tagú részletösszegei egyre meredekebben 
fogják áthidalnia lim f(xyésa lim f(x) értékek közötti ugrást, és egyre közelebb 


xzxt0 r—x—0 


fognak elhaladni az al lim f(x) 4 lim f(x)I ponthoz. 
2 xrx:x-t0 xr—xr—0 

Meg kell említeni, hogy a nem folytonos kezdeti hőmérsékleteloszlás matematikai 
absztrakció, és a valóságban a hőmérsékleti függvény szakadási helyén a függvénynek 
csupán meredek esése van. Ezért a fenti módon kapott V(x, t) függvényt, illetve annak 
elég nagy részletösszegét a fizikai probléma megoldásának tekinthetjük. 
2. —— Keressük egy R sugarú körlemez (vagy végtelen henger) hőmérsékleteloszlását, 
ha a t — 0 időpontban a lemez kezdeti hőmérsékleteloszlása f(r), és a kör r — R pere- 
mét zérus fokon tartjuk. 


Megoldás : Az x, y derékszögű koordináták helyett vezessük be az r, p polár- 
koordinátákat. A hővezetés differenciálegyenlete a kétdimenziós esetben polárkoordi- 
nátákra átírva:? 

y l19V 1897 


9V 
BE TT or "föl 


—— zZ dGa 
ot 


Tekintettel arra, hogy a jelen példában a hőmérséklet nem függ a p polárszögtől, 
az egyenlet 


(3.5) 


ov — (Y 19Y 
dt lo " r or 


lesz. Tehát keressük a (3.5) egyenlet azon Vfr; t) megoldását, amely a következő kez- 
deti, illetve peremfeltételeket elégíti ki: 


V(r, 0) — f(r), (3.6) 
V(R, 2) — 0. (3.7) 
Ha V(r, t)-t a következő alakban keressük: 
V(r, $) — ezert u(r), 
akkor u(r)-nek (mely csak r függvénye), a következő egyenletet kell kielégítenie: 


du , l du 
je veg evet 


8 Lásd az 5. §. 1. feladatot! 
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Ez zérus rendű BESSEL-egyenlet, melynek általános megoldása 
u — A J (ar) 3 B N (ar), 


ahol 7], és Ny a zérus rendű, első, illetve másodfajú BESSEL-függvények. Minthogy 
V(r, £)--nek r — 0-nál végesnek kell lennie, u-ban a második tagnak el kell tűnnie, 
tehát B — 0. Azt kaptuk tehát, hogy a 


v A e-adt JT (ar) 


függvény problémánknak egy sajátfüggvénye. 
Ahhoz, hogy a (3.7) peremfeltételt kielégíthessük, szükséges, hogy a az 


Jo(aR) — 0 


egyenlet gyöke legyen. Ennek az egyenletnek megszámlálható sok valós pozitív gyöke 
van, ezek legyenek a4, a2, ag . . .. Fejtsük az f(r) függvényt a sajátfüggvények szerint 
haladó 


f(r) — A, Jo (ar) 3- A: Jo (ae) 4 "tt (3.8) 


végtelen sorba. Ekkor a feladat megoldását a 


Vír, $) — 2 A, Jolanr) evet 


függvény szolgáltatja. 

A (3.8) alatti sorfejtést az alábbiakban elvégezzük, de nem foglalkozunk a kapott 
sor konvergenciaviszonyainak vizsgálatával. 

Tekintettel a 7 (a, R) függvényeknek a (0, R) intervallumban az 7 súlyfügg- 
vényre vonatkozó ortogonalíitására, a (3.8) egyenlőség mindkét oldalát az r/ (or) 
függvénnyel megszorozva és 0-tól R-ig r szerint integrálva, kapjuk, hogy 


A R 


Í rí) Joan) dr — A, J r Jolann)? dr, 
0 0 
ahonnan 
R 
Ír Joan) dr 
A,, jz ks o 


J r Jlanry dr 
Ő 


Tehát végül is kapjuk, hogy a keresett hőmérsékleteloszlás: 


R 
(Ír Ar) Jolanr?) dr" 


40 kabápöje 
V(r, t) st ss GE : EEG ES KKE Jo(anr) e7 gant, 


c 


! r Jo(asr) dr 


9 


n7-1 
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3. Számítsuk ki a hőmérsékleteloszlást az x tengely mentén elhelyezkedő végtelen 
rúdban, ha annak kezdeti hőmérséklete a t — 0 időpillanatban 


fjz V., x5 0, 


V.,, x 0. 

4. — Számítsuk ki a hőmérsékleteloszlást az x tengely pozitív fele mentén elhelyez- 
kedő félig végtelen rúdban, ha annak kezdeti hőmérséklete 

V(x, 0) — f(x), 
míg az x — 0 perem hőmérsékletét a következő módon változtatjuk: 

V(0, t) — A cos (o t — e). 
Utasítás : A megoldást a következő alakban keressük: 
V(x, t) — U(x, £) ht W(x, 2), A 

ahol U és W a következő feltételeket elégítik ki: 


U(x, 0) — 0, illetve W(x, 0) — f(x) 
U(0, $) — A cos (ot — e) [/ WC 9-0. 


5. — Az x tengely pozitív fele mentén elhelyezkedő félig végtelen rúd x — 0 vége 
egy f(2) hőmérsékletű közeggel érintkezik, és itt a lineáris hőátadási törvény érvényes, 
vagyis fennáll a következő peremfeltétel: 


9V(0, 2) 
9x 


— h[V(0,2 — f00]. 


Meghatározandó a hőmérsékleteloszlás a rúdban, ha a kezdeti hőmérsékleteloszlás 
V(x, 0) — 0. 


6. — Az x tengely pozitív fele mentén elhelyezkedő félig végtelen rúd x — 0 végé- 
nek hőmérséklete legyen: 
(0, £) — A cos (o 2). 


Kérdés, hogy t 6 co esetén a rúd mely pontjában lesz a fluktuáció amplitudója 


n szerese a rúd végéhez tartozó értéknek? (L. a 4. feladatot.) 


7. Legyen az x tengely pozitív fele mentén elhelyezkedő félig végtelen rúd kezdeti 
hőmérséklete : 


V(x, 0 — 0, 
a rúd x — 0 végének hőmérséklete pedig: 
V(0, 2) Hu 1; 


Kiszámítandó a rúd hőmérsékleteloszlása. 
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8. Kiszámítandó az x tengely (0, 7) szakaszán elhelyezkedő véges rúd hőmérséklet- 
eloszlása, ha kezdeti hőmérsékleteloszlása: 


V(x, 0) — x (0 c x c 0), 
míg végeit állandóan zérus hőmérsékleten tartjuk: 
Vv(0, t)) — VII, t) —0 (z - 0). 


9. Határozzuk meg az x tengely (0, ]) szakaszában elhelyezett véges rúd hőmérsék- 
leteloszlását, ha kezdeti hőmérsékleteloszlása : 


V(x, 0) — 7 x(l — x), 


végeit pedig állandóan zérus hőmérsékleten tartjuk. 
I0. . Az R sugarú gömb kezdeti hőmérséklete legyen: 


V(r, 0) — f(r). 
A gömb r— R felszínén zérus hőmérsékletű közeggel érintkezik, és itt a lineáris 
hőátadási törvény érvényes: 


ke D (A V(R, 2) — 0. 


Útmutatás : Mivel a kezdeti és peremfeltételeket gömbszimmetrikusan írtuk elő, 
a hőmérsékleteloszlás minden időpillanatban gömbszimmetrikus lesz. 
11. Az előző feladatban szereplő gömb kezdeti hőmérsékleteloszlása ismét legyen: 


V(r, 0) — f(r), 
most azonban a gömb felszínét állandóan zérus fokon tartjuk: 
V(R, 2) — 0. 


12. Meghatározandó a hőmérsékleteloszlás az R sugarú végtelen hengerben, ha 
kezdeti hőmérséklete: 
Vír, 0) ei f0, 


és a henger palástját állandó V, hőmérsékleten tartjuk. 


13. Keressük a stacionárius hőmérsékleteloszlást az R, és R, sugarú hengerpalás- 
tokkal határolt végtelen körhengergyűrű-tartományban, ha a peremet a 


V(R., 1) — V., 
illetve 
V(R 29 2) ER Vv 
hőmérsékleten tartjuk. 
14. Határozzuk meg a hőmérsékleteloszlást az R sugarú végtelen hengerben, ha 
annak kezdeti hőmérséklete : 
V(r, 0) — f(7), 


9V(R, 2) 
or 


és az r— R perem hőszigetelt: 
s 0. 
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15. —. Keressük a hőmérsékleteloszlást a 2R),, 2R,, 2R; élekkel bíró parallelepipe- 
donban a következő kezdeti, illetve peremfeltételek mellett: 


V(x, y, Z, 0) — Vo, 
V(3-R,, y, 2, 9) — V. 
V(x, TR z, 1) — V., 
V(Gx, y, tRz 2) — V.. 
16. Keressük a stacionárius hőmérsékleteloszlást az x — 0, x — Tr és y — 0 síkok- 
kal határolt végtelen derékszögű tartományban a következő peremfeltételek mellett: 
V(0, y, 2) — 0, 
Vír, y, 2) — 0, 
V(x, 0, 2) — f(x). 


(Valójában V nem függ a z koordinátától.) 


c) LAPYLACE-transzformáció 


17. Keressük egy R sugarú, homogén gömb hőmérsékletét mint a hely és idő 
függvényét, ha adott a gömb kezdeti hőmérsékleteloszlása a t — 0 időpillanatban 
és a gömb r — R felszínének a hőmérséklete minden t 5 0 értékre. A gömb kezdeti 
hőmérséklete legyen V9, felszínének hőmérséklete pedig V.. V, és V, helytől független 
állandók. Tekintettel a kezdeti hőmérsékleteloszlás és a felszínhőmérséklet gömb- 
szimmetriájára, a gömb keresett hőmérséklete is gömbszimraetrikus lesz, tehát csak 
az r radiális koordinátától és a t időtől fog függeni. Megoldandó tehát a 
9V(r, 2) 92V/(r,t) ,. 2 9V(r, 2) 


Ket egER sa 3.9) 
8 To TT ar ; 


differenciálegyenlet a következő kezdeti, illetve peremfeltételekkel: 


V(ír, 0) — Va, (3.10) 
V(R, 9) —V, (3.11) 
V(0, t) -£ 00, 
9V(0Y) a 

ör 5 


(Az utolsó feltétel azt fejezi ki, hogy V az r-nek páros függvénye.) 
Megoldás : A (3.9) egyenletet a következő alakba írhatjuk át: 
9rV)  ÖGV) 


GY ET 


(3.12) 


Ha a (3.12) egyenletet LAPLACcE-transzformáljuk a t változó szerint, akkor kapjuk, 
hogy 
pr Vír,p) — rV, — alr Vír, DV, (3.13) 


ahol V(r, p) jelenti a V(r, t$) függvény LAPLAcE-transzformáltját. Vesszővel az r 
szerinti deriválást telöltük. Ily módon közönséges lineáris differenciálegyenletet 
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kaptunk az r V(r, p) függvényre. A (3.13) egyenlet általános megoldása azonnal fel- 
írható: 


r Vír, p) — Vo tz A(p) ch VE r 1 B(p) sh Ve Tr. (3.14) 


(Az általános megoldásban sa A(p), illetve B(p) együtthatók természetesen függ- 
vényei az (3.13) egyenletben szereplő p paraméternek.) 
Tekintettel arra, hogy a gömb r — 0 centrumában sem a V(0, ?) hőmérséklet, 


sem pedig V(0, p) transzformáltja a Re p — 0 félegyenestől jobbra nem lehet végtelen 
nagy," szükséges, hogy o 

hm r Vír,p — 0 

r—0 


legyen. Ebből a feltételből rögtön következik, hogy a (3.14) alatti általános megoldás- 
ban A — 0. Tehát §i 
sh 2 r 
a 


Vír, p) — . kB EZ (3.15) 


A (3.11) peremfeltétel LAPLACE-transzformáltja a következő: 


V(R, p) — 


Behelyettesítve ide V(r, p) (3.15) alatti alakját, kapjuk, hogy 


V, V, 
ahonnan 
B — Vo Vu Vak 
P 
prsh VE R 


7 Va Vo VWV—VORO(p) Vo 00) 
Ea p FV) p YI 


$ Ugyanis fizikai meggondolásból nyilvánvaló, hogy V(r, t) értéke a V, és V, értékek közé esik, és így minden - 
IV(r, 2 ] S max( Vol. IV. D - M. 


esetre 


amiből 


i 00 00" 
IVeDI-]fvr.d9e-rtdt [S M( letilt, 
0 0 


és itt az egyenlőtlenség iobb oldala r-től független, és Rep 5 0 folytán véges érték, 
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További feladat ezen V(r, p) függvény visszatranszformálása. Vír, p) első tagjá- 
nak inverz LAPLACE-transzformáltja azonnal felírható: 


eél-r 


A második tag visszatranszformálása a RIEMANN—MELLIN-féle megfordítási 
képlet és a reziduum-tétel alapján történik. 


A Vír, p) függvény inverz LAPLACcE-transzformáltját a következő RIZEMANN— 
MELLIN-formula szolgáltatja : 


1 97 -t i 00 
V(r, 4) — 37 J ePt V(r, p) dp, 


n—ios 


(3.16) 


ahol n tetszőleges valós konstans, 
melyre igaz, hogy V(r,p)aRep:m 
félsíkon reguláris. Mivel esetünkben 
V(r, p) pólusai mind a negatív valós 
féltengelyen és az origóban helyez- 
kednek el (lásd később), " bármely 
pozitív szám lehet. 

Tekintsük a (3.16) integrál 
m—iP,n3i-iP) szakaszra eső 
részét. Ezt a szakaszt az ábrán meg- 
adott módon egy o sugarú § körív- 
vel zárt görbévé egészítjük ki. Ha az 
így megadott görbe pétemén V(r, p)-nek nincs szingularitása, akkor a reziduum-tétel 
szerint: 

ntiP 


ee Vr, p) dp- [et Vr, p) dp— 2mi 2 Res [ert Vr, p)), 
S 


15. ábra 


n—-ipP 


ahol az összegezés V(r, p)-nek csak a zárt görbe belsejébe eső szinguláris helyeire 
vonatkozik. 


Kimutatjuk, hogy P 6 co esetén az § íven vett integrál zérushoz tart, és így 
ui Ft-al vz 
ep! V(r, p) do — 2mi D" Res [ePt Vír, p)], (3.17) 


7—ioo 
ahol az összegezés most már V(r, p) összes szinguláris helyére kiterjed. 
Megbecsüljük az 


J— [95 ship gp aszn eéges 
p sz 5 Va 


integrált. 
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P oly módon tartson co-hez, hogy o a 


1 2 
2 a 


n -k 


T a 


0 — 


(1 — na nal ..) 


értékeket vegye fel. Ezzel elérjük, hogy az integrálban a shroVp nevező sehol sem 
tűnik el (gyökei csak a negatív valós tengelyen lehetnének), és a negatív valós tenge- 
lyen abszolút értéke 1. 


sh ri VP. 


shr; 
mentén tartva a végtelenbe, korlátos marad. (Sőt, ha r, — r, és p nincs a negatív valós 
tengelyen, zérushoz tart, de erre nem lesz szükségünk.) Legyen 


1. r, — ro. Ekkor a tört értéke azonosan Il. 

2. r, c ro, és p helyezkedjen el a negatív valós tengelyen. Ekkor p választása 
folytán a nevező abszolút értéke 1, míg a számláló abszolút értéke egynél nem nagyobb. 

3. Tr", Ca To, és p nem a negatív valós tengelyen helyezkedik el. Ekkor írhatjuk: 


Kimutatjuk, hogy a tört p-vel bármely, az origóból kiinduló félsugár 


p—o?eiv, — ahol — [cosy][-£ 0. 


Megbecsüljük a tört értékét. 


Ish r, VP! 2 5 ersgeiv — e—Ti seip J stl ál er.9(cos p-tisiny) . . e— ro(cos p 4 isin y) E 
1 25 dai 
et 5 ( j er19 (cos yp-k ÉSIN 9) Í -- w e7 T19(cos pr (sin) ] h zzz 
ús 5 ( ernetosy -k e— F19cosy E erolcosy] , 
1 ceiy —r.eei9 — 1 r,ceiy —r,oeeiy 
IsnreVPl — s [eeév— ezret [ s z]lesel—lezneévi]z 
1 


s —en"lcosvi , ha c elég nagy. 


Ebből következik, hogy 


sh r, VP eöszájgp, EBET TESB 
shrelp lee tesy 


"Tehát valamilyen K konstansra fennáll: 


sh r, VP 
sh re VP 


a 0, ha g o oo, 


a2K, ha pa oc. 
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Áttérünk az J integrál megbecslésére. 


Ji — fe; shri VP. ai s il pl 
P shr, sh r, VP 
1/2 37/2--ö 39/2 
—-KŰ f letldpa [/detlápak flerldp 
x/2—ő 37/2 n/2 


Minthogy a zárójelen belül az első és második integrálban j eF! ] — e"! (m és t rögzített 
értékek), és P 6 co esetén ő — 0, ezért ez az első két integrál P 6 co esetén 0-hoz 
tart. A harmadik integrál szintén zérushoz tart, mert az integrációs intervallum véges, 
és az integrandus ezen intervallum minden belső pontjában 0-hoz tart, végpontjaiban 
pedig korlátos (értéke éppen 01). 

Ezek után áttérhetünk az inverz LAPLACE-transzformációnak a (3.17) képlet 
alapján való elvégzésére. 

Keressük a YV.(p) — 0 egyenlet gyökeit: 


Y (Pp) — rpsh[/2R- 0. 


innen 
a) p— 0, 
lL . .1/p 
b) sn/-R—-—-sini[-R-0, 
i a 
ahonnan j 
([/2R— an, 
a 
a nő a? a un 
Dn — R2 me pe7? 
ahol 
En— NI 


A reziduum-tétel alapján 


2-1 [DI 5 S PÚ(D) nt u R D.(p) ] 
FE 29 ) ESSÉK E p"V 


Minthogy 


D. (Pn) — (V, — VT sin Mi R? 


(e) — mrs [// Ragr]e Ra [// R]-; 577 Hn CS Em 
P-Bn 


5  Parciális differenciál —- 44231 


és 
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kapjuk: 
2R (V—V,) sin u ett. 
D.(Pn) Hvar ezásstáltlb szS ls 19 aze MNK 077 a n B TR, 
IS SG h) T En 
A4Ap-0 .évbik esetére a 
1 
D.(p) — (Va, — fi áj arat öt ]J: 
79 -rplRkggzt ár] 
sorfejtésekből kapjuk, hogy 
(p 
li szzszev ego jaereláasai V V 0 
psoY (p) V ű 
Tehát végül is a keresett hőmérséklet: 
; Tr 
He R sin u, B 0 ,2at 
V(r, t) — V, ző (V, — V,) 29 2—1rtt —— —— re "R., 


n—-1 T En 


18. — Keressük a hőmérsékleteloszlást az x tengely pozitív fele mentén elhelyezkedő 
félig végtelen rúdban, ha kezdeti hőmérséklete : 


V(x, 0) — Vo, 


és x — 0 végét állandóan zérus hőmérsékleten tartjuk. 
19. Határozzuk meg a hőmérsékleteloszlást az előző feladatban, ha a rúd x — 0 
végét nem zérus, hanem állandó 
V(0,d—-V 

hőmérsékleten tartjuk. 
20. Az x tengely pozitív fele mentén elhelyezkedő félig végtelen rúd x — 0 végén 
időegység alatt állandó ag nagyságú hőmennyiséget táplálunk be a rúdba. Ez a következő 
peremfeltételt szolgáltatja: 

A 9V(0, 2) 


9x HERE 


(A anyagi minőségtől és a rúd keresztmetszetétől függő állandó.) 
További kezdeti, illetve peremfeltételek: 


V(x, 0) — V, (konst.), 
V(oo, 2) tesen Vo. 
21. — A félig végtelen rúd az x — 0 végén egy V, hőmérsékletű közeggel érint- 
kezik, és itt a lineáris hőátadási törvény érvényes: 
9V(0, 2) 
9x 


z HIV, — V(0, )] — 0. 


(H anyagi minőségtől és a rúd keresztmetszetétől függő állandó.) 
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További kezdeti és peremfeltételek: 
V(x, 0) — V, (konst.), 
V(oo, t) — V.. 


22: A V(x, 0) — V, kezdeti hőmérsékletű, 2R hosszúságú rúd x—Résx— —R 
végeit V, hőmérsékleten tartjuk. Tehát a kezdeti, illetve peremfeltételek: 


V(x, 0) — V,, (konst.), 
V(R, 9) — V,, (konst.), 


V(—R, 9 —V 
lesznek. 
23. — Az R hosszúságú rúd x — R végén időegység alatt g hőmennyiséget táplálunk 
be, míg x — 0 végét hőszigetelve tartjuk. Kezdeti, illetve peremfeltételek: 


V(x, 0) — V, (konst.), 


9V(R, 
za SZE KÉSET MRRLKESÉS 19 
9x A 
AVES ej; 
9x 
24. — AR hosszúságú rúd x — R és x — — R végein állandó hőmérsékletű közeg- 


gel érintkezik. 
Kezdeti, illetve peremfeltételek: 


V(x, 0) — V,, (konst.), 


ed E :D , a [V,—V(R, 91 — 0, 
A kelett - a [V. — V(—R, 2] — 0. 


25.  — Az R hosszúságú rúd x — 0 végét hőszigetelve tartjuk, míg x — R vége idővel 
uneárisan változó hőmérsékletű közeggel érintkezik. 
Kezdeti és peremfeltételek: 


V(x, 0) — V, (konst.), 
9V(0, 2) — 
SE A 


— e 4 HIV 469 — VR, 9]— 0. 


26. Az R hosszúságú rúd x — 0 végét hőszigetelve tartjuk, míg x — R vége idével 
exponenciálisan változó hőmérsékletű közeggel érintkezik. 
Ax 
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Kezdeti, illetve peremfeltételek : 


V(x, 0) — V, (konst.), 
940, 2) 
Ox o, 


sa 2) 4 HI (V., — V.) e kt. V(R, £)] — 0. 


27. A rúd oldala mentén érintkezzék egy V, hőmérsékletű közeggel, és feltételez- 
zük, hogy itt a lineáris hőátadási törvény érvényes. Ekkor az (I) differenciálegyenlet 
a következőképp módosul: 


OV(x,2) FH OV(, 2) a 
a 1 ze eyk [V(x, 2) — V.], 
ahol az a, a, c, y és h konstansok a rúd és az őt körülvevő közeg anyagi minőségétől 
függenek. 
A V, hőmérsékletű közegbe ágyazott félig végtelen rúd x — 0 végét tartsuk 
állandó hőmérsékleten. Legyenek a kezdeti, illetve peremfeltételek: 


V(x, 0 —-—V 
V(0, 2) — V,, 
9 
V(co, 8) — Vo, ll — 0, 


28.  — AZR hosszúságú, oldalán Vg hőmérsékletű közeggel érintkező rúd (I. az előző 
feladatot) két vége érintkezzék egy V, hőmérsékletű közeggel. 
A kezdeti és peremfeltételek: 


V(x, 0 — V 
a ESB [a [V. — V(R, 9] — 0, 
9x 
9V(0, t) MA 
SZ 


(Az utolsó feltétel a hőmérsékleti függvénynek az x — 0 pontra vonatkozó szimmetriá- 
jából következik, és az x — —R-nél felírandó peremfeltétel helyett szerepel.) 
29. Keressük meg a hőmérsékleteloszlást az R sugarú, V, kezdeti hőmérsékletű 
gömbben, ha annak felületét V, hőmérsékleten tartjuk. Vagyis keressük meg a (III) 
differenciálegyenlet azon megoldását, mely a következő kezdeti, illetve peremfeltétele- 
ket elégíti ki: 
Vír, 0 5 V 
V(R,)—V 
V(0, 1) - os, 
SÉRT sz 
TE Szegl s 


e 
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30. —— Keressük a hőmérsékleteloszlást az R sugarú, V9 kezdeti hőmérsékletű gömb- 
ben, ha annak felületén keresztül időegység alatt felületegységként g hőmennyiséget 
közlünk a gömbbel. Vagyis keressük a (III) differenciálegyenlet megoldását a következő 
kezdeti, illetve peremfeltételek mellett: 


V(r, 0) — Vo, 
- OR D pg g 
or A má 
9V(0, 9) 
zgp 
V(0, 9): cs. 


31. —— Keressük a hőmérsékleteloszlást az R sugarú, Vg kezdeti hőmérsékletű gömb- 
ben, ha a gömb felületén egy V, hőmérsékletű közeggel érintkezik, és itt a lineáris 
hőátadási törvény érvényes. 

Tehát a kezdeti és peremfeltételek : 


V(r, 0) — Va 
9V(R, t 
— S a HIV. — V(R, 9] — 0, 
0 0, V(0, 2) -£ 00. 


32. Keressük a hőmérsékleteloszlást a [9 kezdeti hőmérsékletű, R sugarú végtelen 
hengerben, ha annak peremét V), hőmérsékleten tartjuk. Vagyis keressük a (II) 
differenciálegyenlet megoldását a következő kezdeti, illetve peremfeltételek mellett; 


V(r, 0) sa Va 

V(R, t) — V,, 

910, 2) : 
7 70, V(0,9 4 co. 


33. Keressük a hőmérsékleteloszlást az R sugarú végtelen hengerben, ha a felületén 
időegység alatt felületegységenként g hőmennyiséget közlünk. Vagyis keressük a (II) 
egyenlet raegoldását a következő kezdeti, illetve peremfeltételek mellett: 


Vír, 0) — V, 
9V(R,2) d 
Or Hő A vi 
SZE ei; V(0, 2) 24 c0. 


34. —. Keressük a hőmérsékleteloszlást a Vg kezdeti hőmérsékletű, R sugarú végtelen 
hengerben, ha az V, hőmérsékletű közeggel érintkezik határán, és itt a lineáris hő- 
átadásítörvény érvényes, 
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Tehát keressük a (II) differenciálegyenlet megoldását a következő kezdeti, 
illetve peremfeltételek mellett: 


V(r,D —V 
szét £) 


4 HIV, — V(R, 91 — 0, 


940, 2) 

—-—-—. 50 (0, zoo. 
370 VO) 

35, Keressük a hőmérsékleteloszlást időben lineárisan változó hőmérsékletű 


közegbe ágyazott végtelen hengerben. Legyenek tehát a kezdeti, illetve peremfelté- 
telek: 


V(r b) 0) Hz Vo 


— S HIVo 4 bt—V(R,9]— 0, 
ED ő. Ív özées 
Or 
36. Meghatározandó a hőmérséklet egy félig végtelen rúdban mint a hely és idő 
függvénye, ha a rúdban a t — 0 időpillanatban egyenletes hőmérsékleteloszlás ural- 
kodik (ezt választjuk a hőmérsékleti skála 0 pontjának), és a rúd x — 0 koordinátájú 
végén előírjuk a hőmérsékletet mint az idő függvényét. A t időpontban a rúd végének 
hőmérséklete legyen 0(2). Feltételezzük, hogy a rúd egyes keresztmetszeteiben a 
hőmérséklet csak az x koordinátától és az időtől függ, vagyis adott keresztmetszet 
különböző pontjaiban a hőmérséklet ugyanaz. A rúd oldala mentén hőszigetelve van, 
nőt oldalról nem vesz fel és nem ad le, 


Tehát a keresett függvény a rúd V(x, $) hőmérséklete, ahol x a rúdvégtől mért 
távolság, és t az idő. V(x, £)-re következő egyenlet érvényes; 


EZÉS azza fi 
3 K 37 ? (3.18) 
melynek megoldására a 
V(x, 0) — 0, (3.19) 
V(0, t) — 062) (50) (3.29) 


kezdeti, illetve peremfeltételeket írjuk elő. 
Megoldás : A V(x, t) függvényt a következő konvolúció típusú integrál alakjában 
keressük: 
K? x: 
V(x, £) — - Ír T—7 e 1-5 W(r) dr. (3.21) 
— Tr 


Ezt a választást a következők indokolják: 
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K? ax 
Az 7— e 4(— 9) ún. hőpólusfüggvény?t a (83.18) egyenletnek megoldása, 
—T 
és így a felvett V(x, £) függvény a (3.18) egyenletet automatikusan kielégíti. Kielégíti 
továbbá a (3.19) kezdeti feltételt. 

A (3.21) alakú megoldás fizikai értelme az, hogy a rúdba az x— Ovégen a r 
időpillanatban dr idő alatt W(r) dr-val arányos hőmennyiség áramlik be, és ez a rúd- 
ban szétoszlik. Ez a hővezetés elméletéből ismert tény. Ily módon az ismeretlen V(x, t) 
kétváltozós függvény helyett az egyváltozós W(r) függvényt kell meghatározni. 

A (3.20) egyenlet LAPLACE-transzformáltjából a W(r) függvény w(p) LAPLACE- 
transzformáltja kiszámítható a konvolúció-tétel segítségével. w(p) inverz LAPLACE- 
transzformálásával megkapjuk a keresett W(r) függvényt. 

A t változó szerintit LAPLACE-transzformáció operátorát jelöljük §9-lel. A kon- 
volúció-tétel általunk felhasználandó alakja: 


ri 
2[/d6ct— 9?) dr [— 2 IG, 92 PI. 
[1 
A D(x, t) függvénynek megfelelő hőpólusfüggvény LAPLACE-transzformáltja a fejezet 
végén közölt táblázatban megtalálható. 
Tehát a konvolúció-tétel felhasználásával a (3.20) egyenlet LAPLACE-transzfor- 


máltja 

VÉ w(p) — a(p) 
lesz, ahol 

a(p) — £ 10001. 
Innen 


; AMAHER 
w(p) — —- Vp 1). 
Vor 
Legyen pl. 0(t) — 09 konst. Ekkor 


— 0 
MDI 


tehát ; 

0, 1 
0 

w(p) — 2 

Vz VP 

txt A hőpólusfüggvény a következő fizikai problémának megfelelő hőmérsékletet szolgáltatja: a t — r időpillanat- 


ban az x tengely mentén elhelyezkedő, zérus kezdeti hőmérsékletű végtelen rúd x — 0 pontjában véges nagyságú kon- 
centrált hőmennyiséget helyezünk el, mely az idő folyamán a rúdban szétáramlik. Ez a következőképp látható be; 


kh 00 K? x? 
— e 44—0 gx-C, 
Vt —T 
—-.E. 
ahol C nem függ t-től, és bármily e 5 0-ra 
-bHe K? x3 
lim ette 7 A(t — T) dx —-C, 
tOr t— Tr 


ahol C az előző integrál értékével azonos. Ez a két integrál valóban azt mutatja, hogy az egész rúdban jelenlevő össze: 
hőmennyiség az idő folyamán nem változi a " és a t — r pillanatban az x — 0 pontban koncentrálódik. 
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aminek inverz LAPLACE-transzformáltja: 


NT § 


Végül a keresett hőmérsékletre kapjuk: 
i 
a 1 2 K? mm? 
V(x, $) — 7) ———— e 4t— 7) dr. 
IT rT(t— 7) 
0 


37. — Az! hosszúságú véges rúd egyik végének hőmérsékletét előírt módon változ- 
tatjuk, míg a másik végét zérus hőmérsékleten tartjuk. Megoldandó tehát a 


92y 2 0V 
Az K 37 (3.22) 
differenciálegyenlet a I 
V(x, 0) — 0, (3.23) 
0, s 48) 
V0,9—-O0 To (3.24) 
V(l,d —0 (3.25) 


kezdeti, illetve peremfeltételek mellett. 

Megoldás : A feladatot az ún. ,,tükrözési elvvel"? fogjuk megoldani. Az x — 0 
rúdvégnek az x — / pontra vonatkozó tükörképében, az x — 27 pontban egy ugyan- 
olyan erősségű, de ellenkező előjelű hőpólust helyezünk el, mint az x — 0 pontban. 
Ily módon a 27 hosszúságú, képzeletben meghosszabbított rúdon az x — ! pontra 
vonatkozóan antiszimmetrikus hőmérsékleteloszlás fog létrejönni minden időpilla- 
natban, minek folytán az x — l pontban mindig zérus hőmérséklet fog uralkodni. 

Az eddig elmondottak matematikailag azt jelentik, hogy a V(x, t) függvényt a 


j K? a? 1 ( KKA — xy? 


Ves — [ms MESS zágy TES [9 ér (3.26) 
Vt—r t—rT 
0 


alakban fogjuk keresni. Az így felvett V(x, t) függvény automatikusan kielégíti a (3.22) 
egyenletet, a (3.23) kezdeti feltételt és a (3.25) peremfeltételt. A (3.24) feltételt az előző 
példában alkalmazott módszerrel elégítjük ki. 

A (3.24) feltétel LAPLAcE-transzformáltja a (3.26) próbafüggvény behelyettesítése 


után: 
] VE fi VÉ e7KNVB w(p) — a(p), 
D p 


ahol w(p), illetve g(p) a W(2), iiletve O(2) LAPLAcE-transzformáltját jelenti. Innen 


jég ez VE NK (7 2 ERR 


JT ] — e— 2KIVP 


Legyen pl. 
0(2 — sin ut, 


c) LAPLACE-TRANSZFORMÁCIÓ ; 36—37. PÉLDÁK 73: 


ekkor 


SSE s 
g(p) pu" 
és így 
p u 1 
(0) sz I esze es -  — elp), 
BE [zar a— mg pe 
ahol 


KERN ZARRRRRRRNNOT ezi 
(pt u) (1 —e-?KI5 Va 


Legyen g(p) inverz LAPLACE-transzformáltja G(t), akkor W(2) a mellékelt táb-- 
lázat (4) képlete alapján: 


g(p) — 


W(t) — Tz J e 1t G(s) ds. (3.27) 


A LAPLACE-transzformáció elméletéből ismeretes, hogy a g(p) függvény inverz 
LAPLACE-transzformáltját a következő RIEMANN—MELLIN-formula szolgáltatja: 
s — p! 3.28 
69 — ggg [etel ap, 3.28) 
n—ios 

ahol 7) tetszőleges valós konstans, melyre fennáll az, hogy g(ppa Rep: n félsíkon 

reguláris. 
T— KIP mértani sor alakjában való felírásával g(p) a következő, Rep sz 


sz? 5 0 esetén egyenletesen konvergens sorba fejthető: 


pad 72 b Ke TETT MESS (3.29) 


Egyenletesen konvergens marad a sor eP!-nei való szorzás után is, és így g(p) inverz 
transzformáltja a (3.28) képlet alapján g(p) sorának tagonkénti inverz transzformációjá- 
val számítható ki. (3.28)-ban " bármily pozitív szám lehet. 
Tekintettel arra, hogy ha p(p) a D(t) függvény LAPLACcE-transzformáltja, akkor 
88 D(t — a) tsa 
2-9 


OStcea, 


clefel-klelfelfseteg 


továbbá 
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(lásd a mellékelt táblázatot), a (3.29) sor n-edik tagjának inverz transzformáltja 


p" —2KIp. 
zt p:n [ — § 
2 EEsTk (3.30) 
( 1 Ű VE VE 
—— Í cos [/ — (t — 20K 1) sh [/ — (t — 2nK 1) 3- 
vall: ű 
— J ae 8. tsz 2nKl 
prsn/d6-mgna [docAu] 
(0, Osta-cdNnKIl 


lesz. Tehát (3.29) inverz transzformáltjának sora rögzített £ esetén csak látszólag 
lesz végtelen sor, mert 


t 
17 9KI1 
esetén a sor n-edik tagja eltűnik. 
Tehát 
"a NT isz az 
G(2) — VE 2 s]/§ ((t —2nK 1) n]/§ (( — 2nK 1) -- 
29 Io 2 9 


since V86—mxoj, 


ahol /V(2)-t a következő egyenlőtlenség határozza meg: 


t 


- 1 c N() S 5pi 


[A 
2KI 
Végül pedig a (3.27) képlet alapján kapjuk a keresett W(t) függvényt. 


A következő példák az x tengely pozitív fele mentén elhelyezkedő félig végtelen 
rúdra vonatkoznak. A hővezetés differenciálegyenletét a következő alakba írjuk: 


92 29V 
SZG á Ti 

Kezdeti feltételnek mindig a 
V(x, 0 —0 


homogén feltételt írjuk elő. A feladatok megoldását 


! 1] . KK x: 
v-[ — e 1-9 W(r) dr 
Vt sző: 
0 
alakban keressük. A megoldásnál W(2)-t adjuk meg. 
38. A rúd x — 0 végét állandó 


V(0, t) zs V, 
hőfokon tartjuk. 
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39. "A rúd x — 0 végének hőmérsékletét időben periodikusan változtatjuk; 
I (0, 2) — V, sin o t. 


40. "A rúd x — 0 végén előírjuk a hőmérséklet gradiensét; 


9V(0, 2) — 
SZT] D. (konst.) 
41, Az előző feladatban legyen 
9V (0, 2) —m—D e7vt, 


9x 


idővel exponenciálisan csökkenő érték. 

42. A 40. feladatnál legyen D az időnek tetszőleges függvénye: 

, 9V(0, 2) 
9x 


— D(2). 


435. — Arúdx — 0 vége érintkezzék egy állandó H, hőmérsékletű testtel, és itt legyen 
érvényes a lineáris hőátadási törvény: 
9V(0, 2) 
V(0, t) 3- A Eza H;,. 
44. — Az előbbi feladatnál a rúddal érintkező test hőmérséklete legyen az idővel 
exponenciálisan csökkenő függvény: 
9V(0 
V(0, 2) 3- A SZT sz Hse Tt 


A következő feladatok az x tengely (0, 7) szakaszán elhelyezkedő véges rúdra 
"vonatkoznak. A hővezetés differenciálegyenletét ismét 


92y . a sggyő, OV 
dx2 Ot 

alakba írjuk, és kezdeti feltételnek a 
V(x, 0) —0 


homogén feltételt írjuk elő. 


A rúd x — !/ végén kétféle peremfeltételt írunk elő: vagy zérus hőmérsékleten 
tartjuk a rúd végét: 


V(I, 2) — 0, (a) 
vagy pedig hőszigeteljük: 
9V(I, 2) 
üz án 0. (b) 


A feladatok megoldását 


K: a Kt — xy: 


t 
ss ja ; ú 4(—-9 Fe 44—9 W(r) dr 
a 


Vt— Tr 
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alakban keressük, ahol az (a) feltétel esetén a felső (negatív), a (b) feltétel esetén pedig 
az alsó (pozitív) előjel veendő." A megoldást most is W(t) felírásával adjuk meg. 
45. A rúd x — ! végét 

V(l, $) — 0, 
x — 0 végét pedig állandó 

V(0, 2) — V, 
hőmérsékleten tartjuk. 
46. Az előző feladatban a rúd x — 0 végének hőmérsékletét a 


V(0,D—- Ver! 
függvénnyel írjuk elő. 
47, A rúd x—l végét hőszigetelve tartjuk: 
9V(I, é) 
Ox b, 


míg x — 0 végén állandó Vg hőmérsékletet írunk elő: 
V(0, 2) — Va. 
48. Az előző feladatban a rúd x — 0 végén a 


V(0,9) — Ver! 
hőmérsékletet írjuk elő, 
49. A rúd x — ! végét zérus hőmérsékleten tartjuk: 


V(, t) — 0, 
míg x — 0 végén a hőmérséklet gradiense legyen állandó: 
9 
VO) p 
9x 


50. —— Az előző feladatban a rúd x — 0 végén a gradiens értéke az idővel exponenciá- 
lisan csökkenjen: 


OD pet, 
9x 
51. A rúd x — ! vége legyen hőszigetelt: 


AVI, 9) 
ze - 


0, 


és x — 0 végén legyen a gradiens értéke (vagyis az időegység alatt betáplált hőmennyi- 
ség nagysága) konstans: 
9V(0, 2) 


9x A. 


x A felső előjel annak felel meg, hogy a képzeletben meghosszabbított, 21 hosszúságú rúd két végén egyenlő 
erősségű, de ellenkező előjelű hőforrás működik, és így a meghosszabbított rúd x — ! középpontja állandó zérus hőmér- 
sékleten marad. Az alsó előjel azt jelenti, hogy a meghosszabbított rúd két végén egyenlő erősségű és egyenlő előjelű 
hőforrás működik, és így a kialakuló hőmérséklet mindig szimmetrikus marad a rúd x — Z7 középpontjára vonatkozóan, 
tehát deriváltja itt zérus, 
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52, —— Az előző feladatban a gradiens értéke a rúd x — 0 végén legyen az időnek 
periodikus függvénye: 
94V(0, 2) 


— Dsin o t. 
9x 


53. — A rúd x — 0 vége állandó H hőmérsékletű testtel érintkezik, míg x — ! végét 
zérus hőmérsékleten tartjuk: 
VII, $) — 0. 


d 


A rúd x — 0 végénél legyen érvényes a lineáris hőátadási törvény: 


80 2) 


V(0, 2) HA —— — H. 


54. —— Az előbbi feladatban a rúd x — 0 végével érintkező test hőmérséklete legyen 
az idővel exponenciálisan csökkenő H e-7! függvény: 


s 2) 


V(0, 2) A —— — He ri, 


55. Határozzuk meg a hőmérsékleteloszlást az 53. feladatban szereplő rúd esetén, 
ha annak x — ] végét nem zérus hőmérsékleten, hanem hőszigetelve tartjuk; 


9V(l, 2) Me 
9x dő 


56, A rúd x — ! vége legyen hőszigetelt: 


91) 
vezgg 


míg x — 0 vége érintkezzék egy He7"! hőmérsékletű testtel: 


9V(0, 2) 
9x 


V(0, 2) HA SS — Herrt, 


57. —— Egyik irányban végtelen hosszú, vékony homogén rúd egyik végéhez egy kis 
kiterjedésű, de számottevő hőkapacitású test csatlakozik. A t — 0 kezdőpillanatban 
.a rúd hőmérséklete a helytől független állandó; a test hőmérséklete a t — 0 időpilla- 
:natban nem egyezik meg a rúd hőmérsékletével. Meghatározandó a rúd, illetve a test 
hőmérséklete a helykoordináta és a £ idő, illetve csak a í idő függvényében, ha a rend- 
szer a környezettel nincsen termikus kapcsolatban. 

A rúd legyen az x 5 0 félegyenes. A test hőmérséklete legyen U(2), a rúd hő- 
mérséklete V(x, 2). 

Tehát megoldandó a 
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differenciálegyenlet a következő perem-, illetve kezdeti feltételek mellett: 


V.(0, t)) — —C L[U(2) — V(0, 2) (C5 0) (1) 
U (2) — —B[U(2) — V(0, 9], (B5 0) 

V(x, 0) — 0, 
U(0) — U;. (2) 


58. Tekintsük az 57. alatti elrendezést, de a rúd végével érintkező test hőmérsék- 

lete a t — 0 időpillanatban egyenlő a rúd kezdeti hőmérsékletével, viszont ez a test 

nem hőszigetelt, hanem másodpercenként 0(z) kalóriát vesz át a környezetétől. 
Ekkor az (1) és (2) feltételünk a következőképp módosul; 


A U (2 4 BIU( — VC, 29] — 00), 
illetve U(0) — 0. 
Legyen 
0(2 — 0. (konst.) 
59. —— Az előbbi feladatban legyen 
90 -09e"t, 


4. §. LENGÉSTAN 


A műszaki lengéstan differenciálegyenletei 


alakúak, ahol ZL(U) valamely, csak a helykoordináták szerinti differenciálást tartalmazó . 
lineáris différenciáloperátor. A rezgő húr, a longitudinális és torziós lengést végző rúd 


92 92 92 
esetén L(U) — a? se , a rezgő membrán esetén L(U) — c? És - 7) , végül a. 
94 
0xt" 


hogy w mely értéke mellett van ezen differenciálegyenletnek U — ei"tu alakú, nem 


azonosan eltűnő megoldása, ahol u már t-től független. Ez az 


L(u) — u 0 


rezgő pálca esetén I(U) — A Valamennyi esetben arra vagyunk kíváncsiak, 


elliptikus típusú parciális differenciálegyenletre vezet, melynek csak bizonyos 0 diszk- 
rét sajátfrekvenciák esetén van olyan azonosan el nem tűnő megoldása, amely a fizikai 
probléma természetéből adódó peremfeltételeket is kielégíti. Feladatunk ezen saját- 
frekvenciák meghatározása. 


a) A rezgő. húr 


a) Bevezetés Tekintsünk valamely 7 hosszúságú, koordináta- 
JESSZE rendszerünk x tengelye mentén kifeszített húrt, Legyen 
a húr c" feszültsége és hosszegységre eső u tömege (tömegsűrűsége) állandó. Ha a 
húrt nyugalmi helyzetéből kimozdítjuk, vagy kezdeti sebességet adunk neki, a magára 
hagyott húr rezegni fog. A húrpontok pillanatnyi kitérését egy, a helytől és időtől 
függő kétváltozós u(x, t) függvény jellemzi, mely mint ismeretes, a rezgő húr diffe- 
renciálegyenletének nevezett 


—— — 4 — ; a" sz (4a. 1) 


másodrendű parciális differenciálegyenletnek tesz eleget. Ehhez a differenciálegyen- 
lethez bizonyos kezdeti és peremfeltételek járulnak, amelyeket a rezgésbe hozás és a 
befogás módia határoznak meg. 
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Példák és feladatok 


l. Két végén befogott, / hosszúságú, homogén tömegeloszlású húr (16. ábra) 
rezgéseket végez. A húr kezdeti alakját valamely y — f(x) függvénnyel, kezdeti sebes- 
ségét pedig valamely y — g(x) függvénnyel adjuk meg. 

a) Írjuk fel a perem- és 

j kezdeti feltételeket. 

b) Határozzuk meg a 
sajátértékeket és sajátfüggvé- 
nyeket. 

c) Írjuk fel a sajátrezgé- 

seket szolgáltató függvényeket. 

d) Írjuk fel a mindenkori 

16. ábra rezgésállapotot jellemző függ- 
vényt. 


Megoldás : I 
a) A peremfeltételek azt fejezik ki, hogy a húr két végpontja minden időpillanat- 
ban nyugalomban marad: 


u(0, £) — 0 (4a. 2) 
u(l, ) —0 (da. 3) 
A húr kezdeti (t — 0 időpillanatbeli) állapotára vonatkozó feltételek: 
u(x, 0) — f(x) (4a. 4) 
92 
pe — 4a. 5 
öt], g(x) (4a. 5) 


b) A megoldást szorzatalakban keressük: 
u(x, t) — p(x) y(2) (4a. 6) 
(4a. 6)-ot (4a. 1)-be helyettesítve, a 


p(x) p" "(2 — px) vld, 
illetve a 
p (2) dt 2 p (x) (da. 7) 
p(2) p(x) 


differenciálegyenletre jutunk; (4a. 7) bal oldala csak £-től, jobb oldala csak x-től függ, 
ami csak úgy lehetséges, ha mindkét oldal állandó. Jelöljük ezt az állandót (—w")-tel, 
ahol o valós szám. Akkor 


p — at p 6) msszzr — 6)? 
p(2) p(x) 
és rendezés után a ; 
p"(x) x c8 p(x) — 0, (4a. 9) 


p "2 -— oyl — 0 (da. 9) 


a) A REZGŐ HÚR 1. 81 


másodrendű közönséges differenciálegyenletekre jutunk, 
Vizsgáljuk először a (4a. 8 egyenletet és legyen 


AZ — (4a. 10) 
(w-val együtt A is egyelőre határozatlan paraméter marad.) 


Ez a harmonikus rezgőmozgás differenciálegyenlete, amelynek általános megoldása : 


p(x) — A cosA x t- Bsin) x, 
ahol A, B integrálási állandók, 
A peremfeltételek értelmében 


p(0) — p(Z) — 0, 
p(x) — B sin) x, 


azaz egyrészt 


másrészt 
p() —BsinA 1 — 0, 


ami csak úgy teljesül triviálistól különböző módon, ha 


sin4 / — 0, 
azaz 


17 T vp— 12...) (4a. 11) 
Következőleg 


p(d—B sin Tx W-12.... 


A B, konstansokat a p,(x) függvények normálásával szokás rögzíteni, 
Mivel 
öl 
J 93) dx — 877 — 1 
0 
kell legyen, az együtthatókra 


adódik. Ezt figyelembe véve: 


2. pm kl 
p,(x) — VT sin "TX (p sz 1], 2, . . .). (4a. 12) 
Feladatunk sajátértékeit (da. 11), az ezekhez tartozó sajátfüggvényeket pedig (4a.12) 
kifejezés szolgáltatja. 
c) A húr sajátrezgéseit az 
u (x, 1) — px) pw, 


$§ Parciális differenciál — 4423] 
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függvények szolgáltatják. A p,(x) sajátífüggvényeket már ismerjük; w,(t) a p,(x) függ- 
vényhez hasonló módon számítható a (4a, 9) egyenletből: 


p,(t) — D, cos w, t -t- E, sin o), t, 
ahol (da. 10) miatt 


Következőleg a sajátrezgések: 


2 . vo sé ap I 
u, (x, 9 - [/docT 7 X b, cos —7 t-t E, sin i 


d) A (da. 13) függvény a (da. 1) differenciálegyenletet és a peremfeltételeket elégíti 
ki. A mindenkori rezgésállapotot leíró függvénynek a kezdeti feltételeket is ki kelt 
elégítenie, 

Mivel a rezgő húr differenciálegyenlete homogén lineáris, véges számú u (x, ?) 
függvény összege, tehát 


j (v—1,2,...). (4a.13) 


11 


2 u, (x, t) 

rs] 
is megoldás. Ebből merítve az ötletet, keressük a kezdeti feltételeket is kielégítő 
u(x, t$) függvényt az u(x, t) sajátrezgésfüggvényekből alkotott végtelen függvénysor 
alakjában: 


00 a a 
u(x, $) — 2 u (x, t) — b E. sin 7— T xiD, dj mis E, sin —7— €]. (4a, 14) 
vsz1 


Minthogy (4a. 14) által szolgáltatott u(x, £) függvénynek ki kell elégítenie a kezdeti fel- 
tételeket, kell, hogy egyrészt 


u(x, 0) — S D sa" sin BESZ öss sz f(x), (4a. 15) 
va] 
másrészt — feltételezve, hogy (4a. 14) függvénysor tagonként differenciálható — 
e. avni1/2 ,. vm 
0 — 28 E, ] 1 sin" 7 x g(x) , (4a. 16) 
9£]1—-o  (—I l 


legyen. 

Mint látjuk, a kezdeti feltételek az adott f(x) és g(x) függvények FouRIER-sorba 
való fejtését követelik meg. Ha az f(x) és g(x) függvények értelmezését úgy terjesztjük 
ki a (—I, 0) szakaszra, hogy páratlanok legyenek, akkor 


f(x) — 3 0, sin 77 1 Xx, 


v—1 


oo . v I 
g(x) — az B, sin77x 


a) A REZGŐ HÚR 1, 83. 


sorokba fejthetők, és az együtthatók meghatározása az 


sz 8 f(x) sin Eg dx , 
l l 
I 


fsz 1) g(x) sin ES dx 


0 


integrálokkal történik. (4a, 15) és (4a. 16) sorok együtthatóival való egybevetésből 
azonnal adódik, hogy 


i 


9 [ . vm 
D, — WV f(x) sin 77 x dx, (4a. 18) 
0 
és 
L 
E, — PL ] g(x) sin s. x dx, (4a. 19) 
apaJ 


0 


amivel a határozatlan állandókat a feltételeknek megfelelően meghatároztuk, 


A (da. 19) és (da. 18) kifejezéseket (da. 14) függvénysorba helyettesítve, a 
mindenkori rezgésállapotot jellemző függvényre jutunk, 


Megjegyzés : Ha f(x) — 0, akkor D, — 0 minden v-re, és 


u(x, t) — bá E, [E sa5 sin — 27 sin s. 5. nd (4a. 20) 


irsz] 


Ezen sor első tagja (v — 1) a húr 
ún, alaprezgését állítja elő, mely- 
nek az x— 0 és x—! helyek a 
csomópontjai, és hullámhossza 
21, Legnagyobb kitérése az 
x — [/2 hútrfelező pontnak van, 
rezgési amplitudója V2/7 E,. A 
(42.20) függvénysor második tag- 
ja (v — 2) az alaprezgés ún. első 
felharmonikusát állítja elő, mely- 
nek x — 0, x — [/2, x — l a cso- 
mópontjai, hullámhossza 7, leg- 17. áb 
nagyobb amplitudóval az x — [/4 ték slö 
és x — 37/4 pontok rezegnek. 

Általában leszögezhetjük, hogy a (da. 20) kifejezés (n -t 1)-edik tagja az ún. n-edik 
felharmonikus rezgést szolgáltatja, melynek az x — 0 és x — / helyeken kívül (0, 7) inter- 


l 1 


——— e  —,——  — a  — 


A húr alaprezgése 


vallum belsejében n szabályosan elhelyezkedő csomópontja van, és hullámhossza . 


n 
Az alaprezgést és az első két felharmonikus rezgést mutatják be a 17., 18. és 19. számú 
ábrák. 
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84. 


4, §. LENGÉSTAN 


Megjegyezzük továbbá, hogy eljárásunk mindaddig csupán formális marad, míg a 
(4a. 14) sor, valamint a belőle differenciálással adódó sor egyenletes konvergenciáját 


nem bizonyítjuk. 


l Az első felharmonikus rezgés 


18. ábra 


. A második felharmonikus rezdés. 


19. ábra 
yt 
i 
! 
1 - 
0 2 £ 
20. ábra 
A 


21. ábra 


yzf(x) 


2: l] — 8 egység hosszúságú 
húrt a t— 0 kezdőpillanat- 
ban a húr felezőpontján oly 
módon pendítünk meg, hogy 
az a 20. ábrán látható kez- 
deti alakot vegye fel; a húr- 
pontok kezdeti sebessége le- 
gyen zérus, 

a) Felírandók a kezdeti 
és peremfeltételek. 

b)  Meghatározandó az 
ezeket kielégítő függvénysor. 


3. Két végén befogott, ! 
hosszúságú rezgő húr felező 
pontjába m tömeget rögzítünk 
(21. ábra). 

a) Felírandók a peremfel- 
tételek. 

b) Előállítandók a saját- 
értékek és sajátfüggvények. 

c) Megvizsgálandók a húr 
sajátrezgései és azoknak jellege. 

Megoldás: a) Legyen a 
húr első felében (0 — x sz [/2) 
a húr kitérése u(x, t), a má- 
sodik húrfélben ((//2sxsc 1) 
pedig u(x, t). Mindkét függ- 
vénynek ugyanazt a differen- 
ciálegyenletet, ti. a rezgő húr 
differenciálegyenletét kell ki- 
elégítenie. 

A peremfeltételek egy- 
részt a húr befogott voltára, 
másrészt a húr folytonosságára 


, 2 


és a fellépő erők egyensúlyára 
utalnak az x —. helyen. Így 
kell hogy 


u (0, 2) — ut, 2) — 0, 
(4a. 21) 


a) A REZGŐ HÚR 2—3. 85 


legyen, valamint 


ha x— ta (da. 23) 


T 9 ? 


ax or] og? 


91 £3 502 


ahol T a húr húzóerejét jelenti, ami a húr o- feszültsége és F keresztmetszete ismereté- 
ben adott, ugyanis T — Fo. 


A (4a. 23) összefüggés azt fejezi ki, hogy a két húrfélben fellépő húzóerők 
függőleges komponensei hozzák létre m tömeg gyorsulását (22. ábra). 


; 92 
A (4a. 23) feltételi egyenlet jobb oldalán egyszerűen zet írtunk, ugyanis (4a. 22) 
miatt az x — — a helyen at jl differenciálhányadosok az uz és un függvényekre meg- 


927 
egyeznek. Mit a továbbiakban az tel fogunk helyettesíteni. 


b) Az ud(x,?) és u(x, 2) 
függvényeket egyaránt szor- 
zatfüggvény alakjában hatá- 
rozzuk meg: 


u(x, 4) — pi(x) pvi(2) 
és  un(x, 2) — pn(x) pn(d. 


Mivel a két húrfél azonos 0 S 
frekvenciával rezeg, az idő- 22. ábra 
függvények azonosak: 


vi(2) — vu) — yv(2. 


Amint azt az 1. példa megoldásánál részletesen tárgyaltuk, a változók szétválasztása 
és a kapott közönséges másodrendű differenciálegyenletek megoldása után a 


pi(x) — A cosA x -- B sin) x, 
Ppn(x) — A? cosA x 1 B? sin) x, 
(d) —Dcosot t$HEsinot 


függvényekre jutunk, ahol A? — a , 6? tetszőleges állandó. A mpj(x) függvényt 
a számunkra most kényelmesebben kezelhető 

Pu(x) — C sin A(x -k- a) 
alakba írjuk. A (4a. 21) feltétel miatt kell hogy 


A — 0, 
a — —I 
legyen, következőleg 
p(x) — Bsin4 x, (da. 24) 


P(x) — C sin A(x — 0). 
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A (4a. 24) által meghatározott p(x) függvények csak az első peremfeltételt elégítik ki; 
hogy a (4a. 22) és (4a. 23) peremfeltételek is kielégítést nyerjenek, alábbi egyenlősé- 
geknek kell teljesülniük: 


MENET . l 
B sin4 5 — — C sin4 5, 


hd 


TÍB? cosA 5 — CA cosA 5] — — ma?AtBsinA 


b9] e 


Utóbbi egyenlet felírásánál figyelembe vettük, hogy u(x, t) a rezgő húr differenciál- 
egyenletének tesz eleget. Rendezve a fenti egyenleteket, a B, C állandókra mint isme- 
retlenekre nézve az alábbi homogén lineáris egyenletrendszerre jutunk: 


BAGÁT ák CSHAL — 0, 
2 2 (4a. 25) 


BÍTA cosA s -k m a? A? sin A 5) —-CTA cosA 7 — 0. 


A (4a.25) egyenletrendszernek akkor van nem triviális megoldása, ha a rendszer 
determinánsa zérus: 


KET töle se 
2 9 ! 
l 1 je őt 
Bel 292 ai Bazi 3805 
TA cosAz b maa sin A a EROESSESÉS 4 
azaz 
TA TF E SALA TA AS tssks ak 2 A? sin3 A [9 
Si 50 5 S 5 5 ma 51 97 ; 
ami a 


tgAz 2T 3- m a? A tgA 37? (4a. 20) 


alakra hozható. 

Feladatunk sajátértékeit a (4a. 26) egyenlet megoldásai szolgáltatják. Látható, hogy 
(da. 26) megoldásai aA sajátértékeknek két értéksorozatát szolgáltatják ; egyrészt az első 
tényező eltűnése esetén 


1 
z 
A 5 SZ; (da. 27) 
2 
e (v — 1,2,...), 


a) A REZGŐ HÚR 3—5. 87 


másrészt a második tényező zérussá válása esetén a 


l 27 1 
tg4 5 — — —, — (4a. 28) 


transzcendens egyenlet megoldásaiként szintén végtelen sok A, (v — l1, 2, . . .) saját- 
érték származtatható. 

(4a. 25) homogén egyenletrendszer lévén, egyértelműen csak a B/C arányt határoz- 
za meg, egyik ismeretlen tehát tetszés szerint felvehető; legyen pl. B — 1, mivel 
(4a. 25)-ből BJC — —1 adódik, C értékére C — —1-et kapunk. Így tehát a 


P(x) ee sin A, XX, (p e. ], 2, .. a JA 
Pirx) — — sin 4 (x — 0) — sin A (l — x) (v — 1,2,...) 
sajátfüggvények adódnak, ahol aA, (v — l, 2 . . .) értékeket (4a. 27) és (4a. 28) megol- 
dásai szolgáltatják. 
c) Az elmondottakból következik, hogy a két húrfél sajátrezgéseit leíró függvé- 
nyek: 
u, (x, $) — sin A, x (D, cos o, t -- E, sin o, ?) 
(v z l, 2, .. ,) (da, 29) 
ur (x, 8) — sin A (l — x) ID, cos o, t -4- E, sin o, 2)] 


Közelebbről megvizsgálva a (4a. 29) által szolgáltatott sajátrezgéseket, valamint a 
A, sajátértékek jellegét, azonnal leolvashatjuk, hogy a (4a. 28) sajátértékekhez tartozó 
sajátrezgések a szabadon rezgő húr (1. példa) sajátrezgései között is szerepelnek, 
pontosabban megfogalmazva: a közepén m tömegponttal megterhelt húr sajátrezgései 


5 des 34 l 
között szerepelnek a szabadon rezgő húr azon sajátrezgései, melyeknek az x — 5 hely 


csomópontja. Azon sajátrezgéseket, melyek az m tömegpont jelenléte következtében 
lépnek fel, a (4a.28) megoldásaihoz mint sajátértékekhez tartozó u,(x, £), illetve 
ur (x, t) függvények írják le. 

A (4a. 29)-ben szereplő még határozatlan D, és E, konstansok a kezdeti feltételek- 
kel rögzíthetők. 
4. Egyik végén befogott 
rezgő húr másik végére m 
tömeget  erősítünk, és a 
megterhelt húrvéget a 23. 
ábrán látható módon két 
rugó közé fogjuk. Mind- 
két rugó rugóállandója le- 


ú C 
gyen 5 . 


a) Írjuk fel a rezgő 
húr differenciálegyenletéhez 
ez esetben járuló peremfel- 23. ábra 
tételeket. 

b) Határozzuk meg a sajátfrekvenciákat és a sajátfüggvényeket. 

5. — Olyan, két végén befogott l hosszúságú rezgő húrt vizsgálunk, mely felerész- 
ben 1 felerészben pedig u, tömegsűrűségű anyagból készült (24. ábra). 


s8 4. §. LENGÉSTAN 


Jelöljük a 0 s x s 1/2 húrfél kitérését u. (x, £)-vel, ennek a 


2 
2 01 , 
ax? " 


a? — — 


a 3 


differenciálegyenletnek kell eleget tennie. Ha a másik, I/2 s x c l húrfél kitérését 


u,(x, t)-vel jelöljük, akkor annak pedig a 


02u, 
sz? 


2 
a LL 
9x2" 


2 — 


24. ábra 


a (0, 2) — u,(I, €) — 0 


ső (4a. 31) 
za a. 

Be 

differenciálegyenletet kell ki- 
elégítenie, 

a) Felírandók a perem- 
feltételek. 

b) Meghatározandó a sa- 
játértékeket szolgáltató egyen- 
let és a sajátfüggvények. 

c) Felírandók a sajátrez- 
gések. 

Megoldás: a) A húr be- 
fogott voltát az 


(da. 32) 


feltétel fejezi ki. Az x — ő forrasztási helyen a húr folytonos és a húzóerőknek egyen- 


súlyban kell lenniük, ezért 


Z [/ 
üg a: — u 5 :t 
91, ! . 9u 
9x 2-—  Öx KÖ 


25. aora 


a) Írjuk fel a csatlakozási és peremfeltételeket. 


(da. 33) 


(4a. 34) 


A b) és c), pontok kidol- 

gozását lásd a megoldások 
közt ! 
6. Ismét kétféle minőségű 
anyagból készült húr rezeg, 
amely azonban abban külön- 
vözik az előző példában sze- 
replőtől, hogy 3 részből áll, 
és a forrasztási helyek a húr 
felezőpontjára nézve szimmet- 
rikusan helyezkednek el (25. 
ábra). 


b) Állítsuk elő a húr reggéseihez tartozó összes sajátértékeket szolgáltató egyen- 


leteket és sajátfüggvényeket. 


b) RŰD LONGITUDINÁLIS REZGÉSEI 5—9. 89 


7. 2 méter hosszú, kifeszített acélhúrt, melynek húzóereje 20 kg, keresztmetszete 
2 mm?, közepén 20 g súlyú tömeggel megterhelünk (V.cs; — 7,8 g/cm). 

a) Meghatározandó a húr alaprezgéséhez tartozó sajátérték és sajátfrekvencia. 

b) Felírandó az alaprezgést szolgáltató függvény. 
8. 1 méter hosszúságú, 39 g folyómétersúlyú acélhuzalt egyik végén 50 g súlyú 
tömeggel megterhelünk, és a 4. példában látható módon fogunk be úgy, hogy a huzal 
feszültsége cc — 200 kg/cm? legyen. A megterhelt véget közrefogó rugók eredő rugó- 
állandója C — 7,8 cmlikg legyen. 

A 4. példa eredményeinek felhasználásával keressük meg a két legkisebb saját- 
értéket, 
9. l hosszúságú huzal az 5. példában szereplő húrhoz hasonló módon kétféle minő- 
ségű anyagból készül. A második húrfél u, sűrűsége legyen az első húrfél u, sűrűségé- 
nek negyedrésze. 

a) Megvizsgálandók a két húrfél sajátértékei. 

b) 1 — 0,5 m hosszúságú húr esetére írjuk fel az alaprezgést és az első felharmo- 
nikus rezgést. 


b) Rúd longitudinális rezgései 


A rúd hossztengelye menti koordinátát jelöljük x-szel. A rúd azon keresztmet- 
szete, melynek nyugalmi helyzetben a koordinátája x, a t időpillanatban u(x, t)-vel 
tér ki x irányban. A nyugalmi állapotban (x, x -- Ax) koordinátájú rúdszakasz vég- 
pontjainak koordinátái a t időpontban tehát 


x th u(x, 8), 
x 3- Ax Tt u(x -t Ax, 8), 
tehát a megváltozott rúdhossz: 
Ax 3- u(x -- Ax, t) — u(x, 8), 


illetve 


és a rúd € fajlagos nyúlása: 


u(x -- Ax, t$) — ulx,t) 9 e 
KEKE Vga Ta x(x, $) — e(x, 2), 


és ennek következtében a rúdban 
ébredő húzófeszültség : 


o(x, t) — E e(x, £) — E u (x, ?). 


Tekintsük most a rúd (xi, X2) szaka- 
szának mozgásegyenletét. F-fel jelöl- 
ve a rúd keresztmetszetét, a rúdra 26. ábra 
ható külső erők eredője: 


K — F[o(x, 9) — o(x, 9] — FE [u(xg, 9) — u 91— FEJ uxz(x, 2) dx. 


11 


Ennek kell egyensúlyt tartania a DIALEMBERT-erők eredőjével. A rúd dx hosszú- 
ságú szakaszának tömege uF dx, gyorsulása u,,(x,t), tehát a DIALEMBERT-erők 
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Ta 
eredője P — —uF ] u, (x, b) dx. A mozgásegyenlet a DALEMBER T-elv értelmében 


xr 
K 3-P — 0, azaz 
F J (E u — 4 u) dx — 0. 
Ti 


Ebből a felső határ szerinti differenciálással kapjuk, hogy 


92u 92u E 
38 za ahol Si 


A differenciálegyenlet tehát ugyanaz, mint a rezgő húré. 
Példák és feladatok 


10. l hosszúságú, mindkét végén befogott, homogén rúd longitudinális rezgéseket 
végez. A rúdrészecskék kezdeti helyzetét és sebességét f(x), illetve g(x) függvényekkel 
megadjuk. 

Felírandók a rezgés differenciálegyenletéhez járuló kezdeti és peremfeltételek, 
előállítandó az ezeket és a differenciálegyenletet kielégítő u(x, t) függvény. 
II. — A rezgő húrra megoldott feladatoknak megfelelő feladatokat fogalmazzuk meg 
a longitudinális rezgéseket végző rúd esetére. 
12. l hosszúságú, mindkét végén szabad homogén tömegeloszlású rúd részecskéi 
longitudinális rezgéseket végeznek. 

a) Felírandók a peremfeltételek. 

b) Meghatározandó a sajátértékeket szolgáltató egyenlet és a peremfe Itételeket 
kielégítő sajátfüggvények, 

c) Felírandók a sajátrezgések. 


Megoldás : a) A rúdvégeken fellépő feszültség: 


Minthogy a rúd mindkét vége szabad, azaz feszültségmentes, kell hogy 


91 94 
9x zi) 9x 


— 0 (4b. 1) 


xzl 


legyen. Az u(x,t) függvénynek a rezgő húr differenciálegyenletén kívül a (4b. 1) 
peremfeltételeket kell kielégítenie. ((b) és (c) kidolgozását lásd a megoldások között.) 
13. l hosszúságú, homogén tömegeloszlású rúd longitudinális rezgéseket végez. 
Egyik végét befogjuk, a másik rúdvég szabad. A kezdeti t — 0 időpillanatban a rúd 
nyugalmi helyzetében van, és a rögzített rúd végtől számított távolsággal arányos 
kezdeti sebességet adunk neki. 

a) Felírandók a kezdeti és peremfeltételek. 

b) Előállítandók a sajátértékek és sajátfüggvények. 

c) Kielégítendők a kezdeti feltételek. 

d) Felírandók a megoldásfüggvényt előállító függvényser sorkezdő tagjai, 
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14. Tekintsük az egyik vé- 
gén befogott, másik végén M 
tömeggel megterhelt hosszú- 
ságú, homogén tömegeloszlású 
rúd longitudinális rezgéseit, 

a) Írjuk fel a peremfel- 
tételeket. 

b) Határozzuk meg a sa- 


játértékeket szolgáltató karak- 27. ábra 
terisztikus egyenletet és a sa- 
játfüggvényeket, 
Megoldás: a) A rúdnak x — 0 helyen történő befogását az 
u(0, 2) — 0 (tb. 2) 


feltétel fejezi ki. Az x — l helyre vonatkozó peremfeltételre a következő meggondolás- 
sal jutunk: 


Az M tömegre ható húzóerő NEwTON axiómája értelmében: 


A P vonóerő azonban nem más, mint a húzott rúdban ébredő rugalmas visszatérítő erő: 


P — Fo — — FE [22 
19x 


x7Ll. 
tehát 
9 
— — FEz7 
[4 ree ide, 
(4b. 3) 
Ezzel megkaptuk a peremfeltételt 
a rúd x — Il végén. Figyelembe vé- 
ve, hogy az u(x, t) függvény a 
921 a 991 
— a — 
922 9x? 
egyenletnek tesz eleget, a (4b. 3) 
feltétel az 


alakba is írható. ((b) és (c) kidol- 
gozását lásd a megoldások közt.) 
15. Ismét / hosszúságú, ho- 
mogén rúd rezeg, amely abban 
különbözik az 14. példában sze- 
x replőtől, hogy mindkét végéhez 
28. ábra 29. ábra pontszerű tömeget erősítünk. 
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a) Felírandók a peremfeltételek, 

b) Meghatározandók a sajátértékek és sajátfüggvények. 

Megoldás : a) A peremfeltételekre ugyanazzal a meggondolással! jutunk, mint az 
előző példában. A két rúdvégre vonatkozó peremfeltételek között csak előjel-különb- 
ség lesz annak megfelelően, hogy az x — 0 helyen szereplő erők egy iránvúak, az x — ! 
helyen pedig ellenkező irányításúak. 

A peremfeltételek ennek megfelelően: 


92 94 
m 38 - FE 3x ? az x— 0 helyen (4b. 5) 
és 
0927 9 
Mg" 7FEZ: az x — l helyen (4b. 6) 


tedbstajáa lásd a 14. példa megoldásánál. b) és c) kidolgozását lásd a megoldások 
özött), 
16. l hosszúságú, homogén rúd hosszirányú lengéseket végez; egyik végét befog- 
juk, másik végét C rugó- 
állandóval —— rendelkező 
(elhanyagolható tömegű) 
rugóhoz kapcsoljuk, 

a) Írjuk fel a pe- 
remfeltételeket. 

b) Állítsuk elő a sa- 

30. ábra játértékeket és sajátfügg- 
vényeket. 

Ad a): Minthogy a rúd egyik vége meg van fogva, az egyik peremfeltétel a 

szokásos 


u(0, 1) — 0. (4b. 7) 


A másik peremfeltétel felírásához tegyük fel, hogy amikor a rúd feszültségmentes, és 
nyugalmi állapotban van, a rugó is terheletlen. Ez esetben minden időpillanatban az 
x — l rúdvégen a rúd T visszatérítő ereje és az R rugóerő tart egyensúlyt. 
17. I — hosszúságú, 
egyik végén befogott, 
másik végén egy rugó- 
hoz erősített m tömeg- 
hez kapcsolódó homogén 
rúd longitudinális rezgé- 
seket végez. Meghatáro- 
zandók a rezgések kör- 
frekvenciát ! 
31. ábra 18. 4 mm átmérőjű, 
kör-keresztmetszetű, lm 
hosszú acélrúd részecskéi longitudinális rezgéseket végeznek; a rúd egyik végét be- 
fogjuk, másik végére 98 g súlyú tömeget akasztunk. 
A 14. példa eredményeinek felhasználásával számítsuk ki a legkisebb sajátértéket, 
és határozzuk meg a legkisebb sajátírekvenciát. 
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19. 2 m hosszúságú, négyzet-keresztmetszetű (oldalhossza: 5 mm), longítudináli- 
san rezgő acélrúd egyik végét befogjuk, másik végét egy rugóhoz vagy acélhuzalhoz 
erősítjük, melynek rugóállandója C — 0,001 mm/kg. 

Meghatározandó a legkisebb sajátérték ! 


20. l m hosszú, 1 cm oldalhosszú, négyzet-keresztmetszetű, longítudinális rezgé- 
seket végző acélrúd egyik végét befogjuk, másik végére rugóhoz, illetve acéldróthoz 
kapcsolt 1 kg súlyú tömeget erősítünk; legyen a rugó, illetve drót fajlagos megnyúlása 
C — 0,01 mm/kg. 

a) Meghatározandó a legkisebb sajátérték és sajátfrekvencia. 

b) Felírandó a rúd alaprezgése. 


21, l mm hosszú, mindkét végén szabad, longitudinálisan rezgő rúd részecskéit 
olyan módon hozzuk rezgésbe, hogy az eredetileg nyugalomban levő tömegpontok- 
nak a kezdeti időpillanatban sebességet adunk, A rúdrészecskék sebessége a hely függ- 
vényében a 32. ábrán látható alakot veszi fel. 


Írjuk fel a kezdeti feltételeket, és állítsuk elő a megoldásfüggvényt. 
Megoldás: Ha a rezgést az 
u(x,t) függvénnyel jellemezzük, 
akkor a t — 0 időpillanatbán az 
alábbi egyenlőségeknek kell fenn- 


2 
ysaxtbx tc 


[a 


állniuk: 22 
u(x, 0) — 0, (4b. 8) 
9u 
9t KöM ati P(x), E j 
(4b. 9) vi 05 
ahol ml 
P(9d—axtbx7- c, TANÉRE 


Itt c — 0, mert P, átmegy az origón, továbbá 


P(Dsatb-0, 


és 
1 
P.(0, 5) — 0,25 a 3- 0.5 b — ——- 
2(0, 5) -k 2 
tehát 
a — — [2, 
b- [2, 
azaz (4b. 9) kezdeti feltételünk a 
9u i Hy 
—] 5-P(9—V2xk— (4b. 10) 
9t [120 


alakba írható, 
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A 12. példa (4b. 5) formulája szerint a mindkét végén feszültségmentes, / hosz- 
szúságú rúd hosszirányú rezgéseit leíró függvények 


/VT0sr- 50: hav-0 
u (x, t) sz 


S 9 avn 
ST esz z[D. cos 277 t -4 E, sin [/ 1]; (v — I, 2, . . .) 


alakúak. 
A kezdeti feltételeket ezen u (x, £) függvényekből alkotott végtelen függvénysorral 
kívánjuk kielégíteni, azaz 


u(x, t) — Visz EJ)t 2 Teosz x[D. cs ta E, sin tk 2. 


Minthogy a mi esetünkben / — 1 a keresett megoldásfüggvény az 


u(x, d — D-t tE,-k Boz V2cosvynzx(D,cosavnrt-HE sinavmnt) (4b.II) 
r51 


alakot ölti, A (4b. 11) sor konvergenciája külön bizonyítandó, ettől eltekintünk, meg- 
jegyezzük azonban, hogy (4b. 11) egyenletesen konvergens, sőt a belőle t szerinti 
differenciálással adódó sor is hasonló tulajdonságú, 
A (4b. 8) feltétel miatt 
u(x, 0) — E, -t XV2D, cossvrx—0 
:—1 
kell legyen, amiből 
D —0; E —0 7 EVETT (4b. 12) 
A (4b. 11) sor teljes ismeretéhez hátra van még az E,, Da együtthatók meghatározása, 
A (4b. 10) feltétel értelmében 
02 
0£ ] 1—0 
azaz a P.(x) függvényt kell páros FouRIER-sorba fejtenünk. A P.(x) függvényt tehát 


— Dot ZV2avnzE, cos v mx— [dc — 29), 
:5s1 


oo 
P(x) — Da, cosvunx 
.s1 


alakban kívánjuk előállítani. 
Ezen FoURIER-sor együtthatói az alábbi integrállal számolhatók: 


1 
997 2 I P.() cos p 9 x dx 
[/ 


P.(x) explicit kifejezésének visszahelyettesítésével: 


8 
a, - 2V2] (x— x2) cos van xdx. 
o 
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A fellépő integrálokat a parciális integrálás módszerével számítjuk. Az integrálás 
elvégzése után kapjuk, hogy 
ESEL) Le 


97 (1 — cos v 7) 
azaz 
P(x) — fog 8 a -H cos p 90) cos vm x, (4b.13) 
r51 


A (46. 13) és (4b. 12) kifejezések egybevetéséből nyerjük, hogy D 7-0 


4 ; 7 

E Ze ha v páros szám; (v — 2, 4...) 
,- 
gú 


Behelyettesítve az együtthatók (45. 11) és (4b. 14) értékeit a (4b. 11) függvénysorba, 
a kezdeti és peremfeltételeknek BEVA eleget tevő megoldásfüggvényt nyerjük: 


u(x, t) — 2 közé 


(4b. 14) 
ha v páratlan szám; (v — I, 3, . . .). 


j; cosZunxsin24 vat, 


c) Rúd torziós lengései 


Tekintsünk egy kör-keresztmetszetű homogén hengeres rudat, amely torziós 
lengéseket végez. A rúd tengelye irányába mutasson az x koordináta, és az x koordiná- 
tájú rúd-keresztmetszet elcsavarodása a tí időpontban legyen p(x, t). Akkor az x koordi- 
nátájú rúd-keresztmetszetben 


9 
M.s(x, t) — IG 57 


csavaró nyomaték ébred. I, a rúd-keresztmetszet poláris másodrendű nyomatéka, 
G a rúdanyag torziómodulusa. Tekintsük a rúd xy és xs koordinátájú keresztmetszete 


közé eső szakaszának mozgásegyenletét; az erre ható eredő csavaró nyomaték a t 
időpillanatban 


TogT "ep 
Mo. (Xs 2) szag M.o (Xi 2) zet 15 G Bi - ? fe G ) ax dx. 


Ty 
Ti 


Az ugyanezen rúdszakaszra ható DJ ALEMBERT-erők nyomatéka: 


Cg 


92p 
sü I] ze dx, 


11 
mert hiszen a rúdból kivágott dx magasságú korong tehetetlenségi nyomatéka: u I, dx. 
Tehát a mozgásegyenlet: 
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azaz 


. (4c. 1) 
A differenciálegyenlet ismét ugyanaz, mint a rezgő húré, 


Példák és feladatok 
22. l hosszúságú, torziós lengéseket végző homogén rúd két végére O), illetve 0 , 
t ehetetlenségi nyomatékú lendkerekeket ékelünk fel (33. ábra), 
a) Felírandók a rezgéseket leíró differenciálegyenlethez járuló peremfeltételek: 
b) Meghatározandók a 
sajátértékek és sajátfüggvények. 
Megoldás: a) Az x— 0 


helyen 
90 9201. 
Ftv C ax " -— 1 98 (4c. 2) 
es0 x:0 
a másik rúdvégen 
c 2 
-. e? z ee 
gi út, 9x sal 9£? egi 
, ábra (4c, 3) 


egyenletek fejezik ki a nyomatékok egyensúlyát, ahol C — G I, (G csúsztató modulus, 
I, a rúd másodrendű poláris nyomatéka). 
b) (4c. 1) megoldásait a szokott módon szorzat alakban keressük: 


Ü(x, 2) — p(x) pld), 
és a változók szétválasztása a 
p(x) —AcosAx-tBsinAx AZ — Gy? 
(d) —Dcosot-HEsinot a" 
függvényeket szolgáltatja. 
Mivel a (4c. 2) és (4c. 3) feltételek (4c. 1) figyelembevételével 


90 929] 
C 9x teme o, a? ax 
i xs0 x:0 
90 927 
CT SEN 2 
jú 9x 20 3 1. 
xzzl sz] 


a peremfeltételek értelmében kell hogy 
BCA—— AB aA, 
És 
—-C(— AA sinA ! 3- BA cosA 1) — — 8, a? (AA? cosA 1 -3- BA? sin) 0) 
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legyen, ami az A, B együtthatókra nézve homogén lineáris egyenletrendszer, melynek 
megoldása akkor van, ha a rendszer determinánsa zérus, azaz 


! 0, a? A? CA 
[CA sinA I -- 8, a? 2? cos 1 — CA cosA l -- 8, a? 2? sinA 7 


e 


A determináns kifejtve, a A, sajátértékek meghatározására a 


C a? (81 -- 97) 


BAl— 58 ata Ci SES? 


karakterisztikus egyenletet szolgáltatja, 
A sajátértékeket (4c. 4) alapján az 
m7 tg él, 


MEYE C a? (0, t 8) é 
MO B, at — TC 


görbék metszéspontjainak abszcisszáiként határozhatjuk meg. 
Az A, B együtthatók közül az egyiket tetszőlegesen felvéve, pl. B — 1, az egyen- 
letrendszer első egyenletéből 


C 
BET O gt 
következőleg a sajátfüggvények 
C : I j 
p,(x) — — ENPETV cosA, x 4 sind, x (v—1,2,...)  (4c.5) 


ahol a A, értékeket a (4c. 4.) 
egyenletből nyerjük, 
23. 27 hosszúságú, torziós 
lengéseket végző, két végén sza- 
bad homogén rúd felezőpont- 
jába lendkereket ékelünk (34. 
ábra). 

a) Felírandók a perem- 
feltételek. 


b) Meghatározandók a 
sajátértékeket és sajátfrekven- 
ciákat szolgáltató egyenletek és 34. ábra 

c) a sajátfüggvények, 

Megoldás : a) A lendkerék a rudat két részre bontja; jelöljük az első rúdfél el- 
csavarodását 0.(x, ?)-vel, a másik rúdfélét 0.(x, £)-vel. Mindkét függvény ugyanazon 
differenciálegyenletnek, ti. a 


929. 929 G 
ante etet, 27 I — 1 9 bé 2 — 4c. 6 
38  Űzz ((— 1,2); a 1 (4c. 6) 


7  Parciális differenciál — 44231 
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egyenletnek tesz eleget. Minthogy a tengely két vége szabad, a végek nyomatékmen- 
tesek, s így kell, hogy 
00. 
0X Tgsz 


00, 


. CT 0 (4c. 7) 


xsl 


legyen. 
A lendkerék felékelési helyén egyrészt a , szomszédos" rúdrészecskék elcsavarodása 
azonos, vagyis 


01(0, 2) — Ü2(0, 2). (4c. 3) 
Másrészt a fellépő nyomatékoknak egyensúlyban kell lenniük. A bal oldali rúdfél 
. s 00 
jobb végén —C Tri (C—G I) nyomaték ébred, míg a jobb oldali rúdfél bal 


TS. éz Esázlsi 009 
végén ébredő nyomaték nagysága C — 


; ezen nyomatékok eredője tartegyensúlyt 


920 0x l 0 
a lendkerék 0 38 nyomatékával, tehát kell, hogy 
—0 
90 90 929 
C És — c —8—l 
9x 9x sz OÉ 1 
925 ! 
legyen. Ezen egyenlet jobb oldalán 5A] helyébe akár 04, akár 0, idő szerinti 


xs0 
második deríváltját helyettesíthetjük, mivel ezek az x — 0 helyen — (4c. 8) követ- 
kezményeként — megegyeznek. Mi a következőkben 04(x, £)-t helyettesítünk. Így a 
feltételi egyenlet a 
ö És e ka KN? 


my 
2.5 Ot 


GES? (4c. 9) 


xz0 
alakot ölti. 
A (4c. 6) egyenletek- 

hez tehát a (4c. 7), (4c. 8) 
és (4c.9) feltételek járul- 
nak. (b) és c) pontok meg- 
oldását lásd az eredmény- 

a. tárban.) 


24. —— — Keressünk példákat 
olyan torziós  lengésekre, 
melyek a rúd longitudiná- 
lis  rezgéseinek tárgyalása 
során megoldott feladatok 
analogiájára tárgyalhatók. 


35. ábra 


25. 271 hosszúságú, csavaró lengéseknek alávetett homogén rúd két végére 6, 
tehetetlenségi nyomatékkal bíró tárcsákat szerelünk fel, felezőpontjába pedig 92 
tehetetlenségű lendkereket ékelürnik (35. ábra). 


Meghatározandók a peremfeltételek és az ezeket kielégítő sajátfüggvények. 


c) RÓD TORZIÓS LENGÉSEI 23—28. 99 


26. — Csavaró lengéseket vég- 
ző homogén rúd két végére, 
valamint felezőpontjába külön- 
böző tehetetlenségi nyomatékú 
lendkerekeket ékelünk fel (36. 
ábra). 

a) Felírandók a perem- 
feltételek. 

b) Meghatározandók a 
sajátértékek — és sajátfüggvé- 
nyek. 

27. — Adott a 25. példában 
ismertetett módon lendkere- 
kekkel ellátott homogén rúd, 
azonban a két rúdfél most kü- 
lönböző vastagságú (31. ábra). 


a) Felírandók a perem- 
feltételek és a differenciál- 
egyenlet. 


b) MMeghatározandók a 
sajátértékek és  sajátfüggvé- 
nyek. 


28. l hosszúságú, csavaró 
lengéseket végző homogén rúd 
két végére O tehetetlenségi 
nyomatékú lendkerekeket éke- 
lünk, majd a rúdvégekre gya- 
korolt Mo nyomatékkal azokat 
egymással ellentétes irányban 
elcsavarjuk (38. ábra). 


a) Felírandók a perem- 
feltételek. 


b) Előállítandó a rúd el- 38. ábra 
csavarodása, 


Megoldás: a) A torziós lengések differenciálegyenletéhez esetünkben a nyo- 
matékok egyensúlyát kifejező peremfeltételek járulnak. 
929 
022 


A lendkerekek által a rúdvégekre gyakorolt € 3 nyomatékkal a bal oldali 


rúdvégen az 


90 
M.—-— Mor C-— 


a jobb oldali rúdvégen pedig az 
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nyomaték tart egyensúlyt. A peremfeltételek tehát inhomogének és 


90 . 920 
Mer ez [. 502 
50 xrz0 , 
És 55 (4c. 10) 
v 
ro Ca a SE] 


alakúak, 

b) A peremfeltételeket kielégítő Ü(x, t) általános megoldást úgy állíthatjuk elő, 
hogy meghatározzuk a homogén peremfeltételeket kielégítő általános megoldást, 
majd hozzáadunk egy, az inhomogén peremfeltételeket kielégítő partikuláris megoldást, 

A homogén peremfeltételeket kielégítő általános megoldást a 22, példa megoldása 
során tárgyaltuk; ottani eredményeink átvihetők, csak értelemszerűen mindenütt 
9, — 0, — 0 helyettesítendő, mivel most a két rúdvégen felékelt lendkerekek tehe- 
tetlenségi nyomatéka megegyezik, 

A 22. példában előállítottuk a sajátrezgéseket: 


: i c 3 
0 (x, b) — in A, x — GYEEN cos A, x) (D, cos w,t 4 E sinw,2), (va l1,2...) 


ahol 


a A, értékek pedig a 


— gr 17r Ti (4ác. 11) 


karakterisztikus egyenlet gyökei. I 

A homogén peremfeltételeket kielégítő általános megoldás a sajátrezgésekből 
alkotott végtelen függvénysorral nyerhető. Jelöljük a homogén peremfeltételeket 
kielégítő általános megoldást 90X(x, £)-vel, akkor 


90(x, t) — ző [sin A, X — Se cos A, x) (D, cos o, t -k E, sin o, 2). 


Meg kell még keresnünk a (4c. 10) peremfeltételeknek eleget tevő partikuláris meg- 
oldást. Ehhez azt kell meggondolnunk, hogya rúdvégekre ható Mo nyomatékok 
következtében a rúdrészecskéknek egy konstans — időben állandó — elcsavarodása 
jön létre. Elegendő tehát a kívánt 6(x, t) megoldást csak az x függvényében, azaz 
909(x) alakban keresni. Lineáris 00(x) függvénnyel próbálkozunk: 


90(x) — Ax, (4c. 12) 


Az ily módon felvetett 0) függvény kielégíti a kérdéses differenciálegyenletet. Köny- 
nyen belátható az is, hogy a (4c. 10) feltételek mindegyike a 


Mo tCFO()—0 (4c. 13) 


c) RŐÓD TORZIÓS LENGÉSEI 28—31. 101 


9 5) 9.f o" .. d e 920 (2) 7 e. 
egyenlőség teljesítését követeli meg Ímivel ae s 0) Így az inhomogén perem- 


feltételeket kielégítő partikuláris megoldásra a 
M 


formulát nyerjük. A keresett általános ü(x, t) megoldás tehát: 
Ü(x, t$) — ÜCXx, $) t 1Ö(x) — 


— 2 [sina, x — FETT cos A, x) (D, cos w, t 4- E, sin o, t) — se 4 ed 
29. Z hosszúságú, homogén, torziós lengéseket végző rúd két végére egy-egy 
tárcsát ékelünk fel, melyek közül az egyiket periodikusan változó M) sin ot nyo- 
matékkal meghajtjuk. 

Feladat: a) A perem- 
feltételek felírása, 

b) A mindenkori rez- 
gésállapotot előállító 0(x, t) 
függvény meghatározása. M 

Megoldás : a) A perem- - ; ET : 5 B 
feltételek, melyek a torziós [] s 
lengések differenciálegyen- " 
letéhez járulnak, itt is a MEA ezellen lk Et i 
Ara e táji egyensúlyát fe- jö: zés 

A bal oldali rúdvégen a 
tárcsa által gyakorolt nyomatékkal a rúdvégben ébredő visszatérítő nyomaték tart 
egyensúlyt, melyhez hozzáadódik a külső M nyomaték, így az x — 0 helyhez tar- 
tozó feltétel; 


929 


; 90 
Mosinwt-4 C-- 138 (4c. 14) 


sze 


xz-0 

A jobb oldali rúdvégen, minthogy ott külső nyomaték nem hat, a peremfeltétel a szo- 
kásos; 

90 
0x 


929 
Ba Bazze (4c, 15) 


E 


— CC 


Esetünkben tehát a csavaró lengések differenciálegyenletéhez a (4c. 14), (4c. 15) 
inhomogén peremfeltételek járulnak. (b) pont megoldását lásd az eredménytárban.) 
30. l m hosszú, 5 cm átmérőjű (kör-keresztmetszetű) acélrúd két vége 8 cm 
átmérőjű, 2,5 cm vastagságú acéltárcsákkal van ellátva, 

Meghatározandó a rúd torziós lengéseit leíró differenciálegyenlet legkisebb saját- 
értéke és az ehhez tartozó sajátfüggvény ! 
31. 6 m hosszú, 50 cm? keresztmetszetű acéltengely felezőpontjába 8 cm vastag, 
40 cm külső, illetve 28 cm belső átmérőjű öntött vas lendkereket ékelünk fel; a rúd- 
végek szabadok. (A küllők tehetetlenségi nyomatéka elhanyagolható.) 
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Kiszámítandó a lendkerekes tengely torziós lengései közül az alaprezgéshez 
tartozó sajátérték és sajátírekvencia, és felírandó az alaprezgés. 
32. 2 m hosszú, 6 cm átmérőjű tengely két végére acél lendkerekeket ékelünk fel. 
A bal oldali rúdvégre ékelt lendkerék külső átmérője 30 cm, belső átmérője 20 cm, 
súlya 12,25 kg, a jobb oldali lendkeréké 36 cm, illetve 24 cm, és súlya 17,634 kg. 
Határozzuk meg a torziós alaprezgés sajátértékét és sajátírekvenciáját, 


d) Nyomott rúd kihajlása 


A nyomott rúd kihajlásának (vagy általánosabban a szilárdságtani stabilitás- 
problémának) a tárgyalása matematikai szempontból sok analógiát mutat a lengéstani 
problémákkal. Mindkettő differenciálegyenletre vonatkozó sajátérték-feladatok meg- 
oldását kívánja meg. Például (mint látni fogjuk) a nyomott rúd kihajlásánál pontosan 
ugyanazok a sajátérték-feladatok merülnek fel, mint az előző lengéstani feladatoknál. 
Ez teszi indokolttá, hogy példatárunkba egy, ezeket tárgyaló részt is beiktassunk, bár 
itt nem parciális, hanem közönséges differenciálegyenletek megoldásáról van szó. 
A feladat az alábbiakban mindig azon erőhatás (ún. törőerő) meghatározása, amelynél! 
nagyobb erő hatására a rendszer egyensúlya már labilissá válik; ezt úgy találjuk meg, 
hogy a törőerő felléptekor a rendszer indifferens egyensúlyba kerül: nemcsak eredeti, 
y(x) — 0 alakjában képes egyensúlyban maradni, kanem valamely y(x) 5£ 0 alakban 
is; ezen y(x) éppen differenciálegyenletünk sajátfüggvénye, és a törőerőt a legkisebb 
sajátértékből számíthatjuk. 


Példák és feladatok 


33. l hosszúságú, homogén tömegeloszlású, állandó kereszt- 
metszetű rúd mindkét végét csuklósan rögzítjük. Az egyik rúd- 
vég helyhez kötött, a másik rúdvég a rúd tengelyének irányában 
elmozdulhat (40. ábra). Ez utóbbi rúdvéget P erővel nyom- 
juk. Vizsgáljuk az ily módon befogott rúd kihajlását. 

a) Előállítandó a kihajlott rúd alakja. 

b) Meghatározandó a törőerő. 

Megoldás: a) A kihajló rúd középső szálának alakja az x 
hosszanti koordináta függvényében y(x); ez az 


differenciálegyenletnek tesz eleget, ahol M — M(x) az x koordi- 
nátájú keresztmetszetben ébredő hajlító nyomaték, A tmi ese- 
tünkben 


M - P y. 

Bevezetve a 
XA y P 
40. abra lE 


d, NYOMOTT RŰÚD KIHAJLÁSA 32—33. 1053 


jelölést, a differenciálegyenlet az 
y"HFAty-0 (4d. 1) 


alakba írható. A rúdvégek csuklós rögzítése miatt a rúdvégek vízszintes irányban nem 
mozdulhatnak el, ami azt jelenti, hogy a (4d. 1) egyenlethez az 


y(0) —y() —0 (4d. 2) 
peremfeltételek járulnak. 
Mint ismeretes, (4d. 1) általános megoldása 


y — A cosA x -- B sinA x, 
(4d. 2) miatt egyrészt 
másrészt 
y() — BsinA I — 0, 


azaz — mivel triviálistól különböző megoldást keresünk — kell hogy a sajátértékek 


értékek legyenek. A sajátfüggvények 


y.() — Bosin Tax; 94-12...) (4d. 3) 


A kihajlott rúd alakját a legkisebb sajátértékekhez tartozó 


yi(x) — B, sin 73 
függvény adja meg. 
b) A P, törőerő az az erő, mely a legkisebb A sajátértékhez tartozik. A legkisebb 
sajátérték 


JT 
Az tm Fi 6 

Mivel 
P 2 
f72 Eg ül 

a törőerő 


azaz jelen esetben 
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34. — 1 hosszúságú, állandó keresztmetszetű, homogén 
nyomott rúd egyik végét befogjuk, másik végét csukló- 
san oly módon rögzítjük, hogy a rúdtengely irányában 
elmozdulhasson (41. ábra). Vizsgáljuk most ezen rúd ki- 
hajlását. 
a) Határozzuk meg a kihajlott rúd alakját 
b) és a törőerőt. 
Megoldás: a) A rúd középső szálának y(x) kitérése 
ismét az 
pr MI 
TT TE 


egyenletnek tesz eleget. A felső rúdvégre a nyomóerőn 
kívül a rúd tengelyére merőleges 0 reakcióerő is hat; a 
differenciálegyenletben tehát a 0 erő nyomatéka is szere- 
pelni fog: 


M-—-Py—0x. 
Így a differenciálegyenlet az 
9 
11 21 — XX . 
y 4Ay- TR? (4d. 4) 
alakot ölti, ahol 
41. ábra 42 — És . 


A differenciálegyenlethez peremfeltételek is járulnak. 
A felső rúdvégen a csuklós rögzítés miatt 


y(0) — 0. (4d. 5) 
Az alsó rúdvég befogott, tehát egyrészt 


másrészt, mivel a befogott rúdvég az x — ! helyen függőle- 
ges marad, függőleges érintővel bír, a derivált is zérus: 


y(]) — 0. (4d. 7) 
(b) pont kidolgozását lásd az eredménytárban.) 


35. l hosszúságú, homogén tömegeloszlású, állandó 
keresztmetszetű nyomott rúd alsó végét befogjuk, a felső 
rúdvéget azonban szabadon hagyjuk (42. ábra). 

Feladatunk ismét a kihajlott rúd alakjának és a törő- 
erőnek meghatározása. 


Útmutatás : Koordináta-rendszerünk origóját helyez- 
zük most a kihajló rúd szabad végpontjába. 


xX 
42. ábra 


d) NYOMOTT RŰD KIHAJLÁSA 34—37. 105 


36. — Mindkét végén befogott homogén rúd egyik végét P erő- 
vel nyomjuk (43. ábra). 


3 cél 3 iP 
a) Írjuk fel a kihajlott rúd alakját. 
b) Határozzuk meg a törőerőt. sú 


Utmutatás : A koordináta-rendszert a rúd eredeti (kihajlat- b 7 sző 
lan) tengelyében vesszük fel. 0) y 
Az y(x) függvénynek ismét az J 


egyenletet kell kielégítenie. 3 

Az x abszcisszájú pontra kétféle nyomaték hat; egyrészt t 
a P erő nyomatéka, másrészt a felső befogott rúdvég helyén 
ébredő M9 reakciónyomaték. Így a teljes hajlító nyomaték: 


Tehát a kielégítendő differenciálegyenlet: 


9? P -4 M J 
y -— pi ANN 


illetve rendezve, bevezetve 
43. ábra 


P 
ba , PEREN ESZA] 2 8 0.1? 4 
ismét a TE AZ jelölést 


M 
pi A2 sás ges 0 : ; 
y t$TAy TE (ád. 8) 
A (4d. 8) differenciálegyenlethez a rúdvégek be- 
fogott volta miatt az 
y(0) — y(l) —0 
y(0)—-—y()— 0 
peremfeltételek járulnak. (Kidolgozás folytatását 
lásd az eredménytárban.) 
37. — Olyan nyomott rúd kihajlását vizsgáljuk, 
melynek alsó végét csuklóba fogjuk, felső nyo- 
mott végét pedig oly módon rögzítjük két rugó 
közé, hogy bizonyos nagyságú yo vízszintes kité- 
rést végezhessen; a felső rúdvég úgy van ve- 
zetve, hogy kitérése közben el ne fordulhas- 
son, azaz mindvégig függőleges maradjon (44. 
ábra). 
Meghatározandó a karakterisztikus egyenlet 
44. ábra és a sajátfüggvények ! 


(4d. 9) 
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38. Egyik végén befogott / hosszúságú, homogén nyomott rúd másik végét csukló- 
hoz erősítjük. A csuklós rúdvég függőleges és vízszintes irányban is mozoghat, azon- 
ban vízszintes kitérés esetén a rúdvégre a kitéréssel arányos rugalmas visszatérítő 
erő hat, amit pl. azáltal érünk el, hogy a csuklósan rögzített felső rúdvéget rugók 
közé fogjuk (45. ábra). 


Feladat : a törőerő és a kihajlott rúd alakjának meghatározása, 


Pp 
P Kö 
AD 
2 y 
( 
y a 73 
I ( 
; 3 1( 
li! 
6. l 
3 
es kb 
44 A 
P 
! 
Xx Xx 
45. ábra 46. ábra 


Útmutatás : Vegyük fel koordináta-rendszerünket úgy, hogy annak x tengelye 
a rúd kihajlás előtti tengelyével essék egybe, az origó a felső rúdvég helyén legyen. 
39. l hosszúságú, két végén csuklóhoz rögzített, homogén nyomott rúd harmadoló 
pontjaiban O húzóerők hatnak (46. ábra). 

Vizsgáljuk meg, hogyan hajlik ki a kérdéses rúd, és állapítsuk meg a törőerő 
kiszámításának módját. 
40. Két végén csuklósan megfogott nyomott rúd felezőpontjába m súlyos tömeget 
függesztünk (47. ábra). 

Meghatározandó a törőerő és a kihajlott rúd alakja. 


J A REZGŐ MEMBRÁN 38—43. 107 


41. Számítsuk ki / — 5 m hosszúságú, egyik végén 
befogott, másik végén csuklósan rögzített nyomott 
öntöttvas oszlop esetén a törőerőt, 

a) ha a keresztmetszet a — 10 cm oldalélű négy- Pp 

zet, és 

b) ha a keresztmetszet d — 40 cm átmérőjű kör. 
42. Ha hatszoros biztonsággal dolgozunk, mekkora 
az a teher, melyet F — 0,2 m? kör-keresztmetszetű, két 
végén befogott, 10 m magas acéloszlop a kihajlás 


veszélye nélkül hordozni bír? L 
43. Adott egy 5 m hosszú nyomott acélrúd a 38. üi 
példában szereplő befogási feltételek mellett; a rúd- 

keresztmetszet 18 cm oldalélű négyzet, a rugókat md 

jellemző állandó C — 3,5 : 107 kg/m. jel 5 5 Kézásgzá Úszó ( 


a) Felírandó a kihajlott rúd alakja, 
b) Meghatározandó a törőerő nagysága. 


e) A rezgő membrán a 


NA 


Membránnak nevezünk egy olyan, szélein befogott 
és egyenletesen húzásra terhelt homogén sík hártyát, 
melynek hajlítási ellenállása elhanyagolható. Vezessük - Ar - 2 — 


be a membrán síkjában az (x, y) derékszögű koordináta- NY 
rendszert, és jelöljük u(x, y, £$)-vel az (x, y) koordinátájú 
elemnek a membrán síkjára merőleges kitérését a t 
időpontban. Ez a Xx 

du  Ou 1 ogy 47. ábra 


sz ta c ög 


parciális differenciálegyenletnek tesz eleget, ahol C? — ös , Pp a membránt terhelő 


húzófeszültség, és o a membrán 1 cm?-nyi darabjának tömege. Az időben o körfrek- 
venciával szinuszosan változó megoldást keresve, ennek u(x, y) amplitudójára a 

92 
9x? 


92 6? 
8 gyz et AES A — ez 
elliptikus típusú parciális differenciálegyenletre jutunk, melyet időtől független 
hullámegyenletnek szokás nevezni. Minthogy a membránt szélein befogtuk, ehhez 
az a mellékfeltétel járul, hogy a membrán peremén u — 0. Ezen mellékfeltétel mellett 
az időtől független hullámegyenletnek csak diszkrét pozitív A1, As . . . értékek mellett 
van azonosan el nem tűnő megoldása; ezeket a A;-ket sajátértékeknek, a hozzájuk 
tartozó megoldásfüggvényeket pedig sajátfüggvényeknek nevezzük; a különböző saját- 
értékekhez tartozó sajátfüggvények ortogonálisak, és egy rögzített sajátértékhez tartozó 
sajátfüggvények véges sok egymásra ortogonális sajátfüggvény lineáris kombinációja- 
ként állíthatók elő. Az ilyen módon az összes sajátértékhez tartozó sajátfüggvényekből 
képezett ortogonális függvényrendszer teljes, (Az igényesebb olvasó ennek segítsé- 
gével bizonyíthatja be az egyes példáknál, hogy valamennyi sajátértéket megtaláltuk!) 
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Az alábbi egyszerű példákban felhasználjuk, hogy az időtől független hullám- 
egyenlet akár derékszögű (x, y) koordinátákban, akár pedig (r, p) polárkoordinátákban 
szeparálható, és a szeparált megoldások 


sin (a x - y) sin (8 y - ö), 
illetve 


JIX(yr)sinv(rp— pg) és NK (yrsin(p— €9), 


ahol J, és N, a v-ed rendű Bessel-, illetve Neumann-függvények. 

Csomóvonalnak nevezzük azon görbéket, melyek mentén u — 0. Az időtől füg- 
getlen hullámegyenlet minden u megoldása úgy tekinthető, mint azon membrán rez- 
gésének amplitudója, amelyet u csomóvonalai mentén fogtunk be. (Az összes fel- 


sorolt példák megoldhatók ezen elv segítségével, ha az ismertetett szeparált megoldáso- 
kat felhasználjuk ?) 


Példák és feladatok 

42. —— Határozzuk meg a derékszögű, illetve a polárkoordinátákban szeparált megoldá- 
sokhoz tartozó A értékeket. 

45. Határozzuk meg derékszögű négyszög alakú membrán sajátértékeit és saját- 
függvényeit, 

46. Határozzuk meg egyenlő szárú derékszögű háromszög alakú membrán saját- 
értékeit és sajátfügovényett. 


gy 
y 
X s a R 
b 
X 
pl 7 


48. ábra 


Útmutatás : Képezzük a négyzet alakú membrán ugyanazon sajátértékéhez tar- 
tozó két (lineárisan független) sajátfüggvény olyan lineáris kifejezését, melynek egyik 
csomóvonala a négyzet átlója. 

47. — Határozzuk meg a körmembrán sajátértékeit és sajátfüggvényeit. Milyenek 
a csomóvonalak ? 

48. Határozzuk meg a félkör alakú membrán sajátértékeit és sajátfüggvényeit, 
49. — Határozzuk meg olyan körcikk alakú membrán sajátértékeit és sajátfüggvé- 
nyeit, melynél a két határoló sugár p —: 90", illetve p — 607-os szöget zár be, 

50. —— Határozzuk meg körgyűrű alakú membrán sajátértékeit és sajátfüggvényeit. 


f) RÚŰD HAJLÍTÓ LENGÉSEI 44—51. 109 


f) Rúd hajlító lengései 


Tekintsünk egy hajlított lengéseket végző homogén rudat, melynek lehajlása 
az x hosszanti jére szgjlás és az idő LEENESHZBEB u(x;t). A rúd (xy, X5) szakaszának 


bal végére — IE — 3 —z: jobb végére IEZ — nyíróerő hat; ezek eredője: 


IE [55 5], KÉS 7 Ca 


A mozgásegyenlet értelmében, ha südjé jelöljük a rúd hosszegyenesének tömegét; 


TX; 12 
0921 041 
k 58 dx — IE [573 dx, 
Xi Xi 


Mivel ennek minden (XI, X2) intervallumra fenn kell állnia, 


9211 04g IE 
dl 7 BEST 9e 


Ez a hajlító lengések differenciálegyenlete. 


Példák és feladatok 


51. — Az! hosszúságú, egyik végén csuklósan megfogott, másik végén megtámasz- 
tott, homogén tömegeloszlású vízszintes rúd hajlító lengéseket végez (49. ábra). 

a) Felírandók a pe- A 
remfeltételek. 

b)  Meghatározan- 
dók a sajátértékek és ! 


sajátírekvenciák. 0 ; : Xx 
c) Felírandók a sa- ANYÓ ! N 
játfüggvények, valamint ——— ,— —— e — ai 
a sajátrezgések, I 
Megoldás:a) Az x 49. ábra 


abszcisszájú pont időtől 
is függő és a rúd tengelyére merőleges irányban történő kitérése, u(x, t), a hajlító 
lengések 


0411 921 
differenciálegyenletének tesz eleget, 


Példánkban a rúd megfogásmódja miatt a rúdvégek nem szenvedhetnek kitérést, 
azaz 


u(0, 2) — ul, £) — 0. (4f. 2) 
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A rúdvégekre ható hajlító nyomaték a rögzítés miatt zérus. Mivel a hajlító nyomaték 


921 
M  — I E 3x2 ? 
azért a végpontokban 
021 921 
pál ese s 0, (4f. 3) 
8 ső RRREENNSÉS "sg MENÉS 


Ezek a (4f. 1)-hez járuló peremfeltételek. 
b) (4f. 1) megoldásait szorzat alakban határozzuk meg: 


u(x, 1) — p(x) pld. 
Visszahelyettesítve (4f. 1)-be, a változókat szétválasztva, az 
IE x$WVV(x vwr 


egyenletre jutunk, amely csak úgy állhat fenn, ha mindkét oldal konstans. Telöljük 
ezt az állandót 0?-tel. Így a p(x), illetve w(i) függvényekre az alábbi közönséges diffe- 
renciálegyenleteket nyerjük: 


p"() -k oz pld) — 0, (4f. 4) 
pVI(x) — A! p(x) — 0, (af. 5 
ahol 
0uF 
7 ESSERE cezédll zsé sál 
öz IE 


(4f. 4) megoldása: 
ví) — Ecosot 3-Fsinot, 


(4f. 5) általános megoldása: 
p(x) — A cos A x 3 B sin) x -t CchA x 3- DshA x. 


A peremfeltételeket a (4f. 5) egyenlet megoldásainak segítségével elégítjük ki. 
Az x — 0 helyre vonatkozó feltételek értelmében A — C — 0 adódik, s így 


p(x) — BsinAx-4-DshaAx. 
Az x —1 helyen (4f. 2) és (4£. 3) szerint kell hogy 


p() — BsinA13-.Dsh4A1-— 0 1 
és ( (4f. 6) 
p""() — — BAZsinA1-H.DAtshA1—0 j 
legyen, ami csak úgy lehetséges, ha 
SARA BA stáb; (4f. 7) 


—ASsinAlZ ASshAl 
Mivel (4f. 7 aA — O triviális megoldástól különböző módon csak akkor válik zérussá, ha 
sin47/— 0, 
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tehát 
1 st (vz1l2..) (4f. 3) 


Ezzel megkaptuk a sajátértékeket, 
A sajátfrekvenciák az 


összefüggésből; 


Figyelembe véve a (4f. 8) összefüggést, és bevezetve a VE — K jelölést, a saját- 


frekvenciákra 
a, — K —— (4£. 9) 


adódik. 

c) A sajátértékek birtokában a sajátfüggvények már könnyen felírhatók. A A, 
értékeket a (4f. 6) egyenletrendszerbe visszahelyettesítve D — 0 adódik, következés- 
képp a sajátfüggvények 

p,(x) — B, sin A, x 


lakúak. A, értékét beírva, és a sajátfüggvényeket 1-re normálva; 


D 
p,(x) — VÉ sin 7 x, (4f. 10) 
A sajátrezgések, mivel 
p,(t) — E, cos o, t 4 F, sin op, t, (4f. 11) 


pm 


u (x, t) — p,(x) p,(2) 5 JÉ sin TX (E, cos w, t -- F, sin o, 2), 


azaz 


2. 
u (x, b) 5 jé sin T x 


52. Az l hosszúságú, 
egyik végén befogott, 
másik végén megtámasz- 
tott vízszintes, homogén 
rúd hajlító lengéseket 
végez (50. ábra). 

a) Megállapítandók 
a hajlító lengések diffe- 
renciálegyenletéhez  já- 
ruló peremfeltételek, 50, ábra 


2 2 2 ar2 
E cos" mkt 4 F, sing kt (v —1,2,...) (4f.12) 


Z 
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b) Meghatározandók a sajátfüggvények és a sajátértékeket szolgáltató egyenlet, 
valamint annak néhány közelítő gyöke. 

Megoldás : a) A rúdvégek rögzítettsége miatt azok elmozdulása minden időpilla- 
natban zérus, tehát 


u(0, 2) — utl, t) — 0. (4f. 13) 
A rúd x — 0 vége be van fogva, tehát 
9u ; 
zal 


Végül a megtámasztás következtében 
021 


SE gaz (4f. 15) 
9x ési 


(b) pont kidolgozását lásd az eredménytárban.) 
53, —— ( hosszúságú, mindkét végén befogott homogén rúd hajlító lengéseket végez. 


A rúd kétoldali befo- 
! gása következtében a rúd 

végpontjainak egymástól 
való távolsága rögzített; 
ez további mellékfeltételt 
jelentene, amitől azonban, 
kis amplitudójú  lengé- 
seket feltételezve, eltekin- 
tünk, 


51. ábra a) Írjuk fel a pe- 
remfeltételeket. 
b) Határozzuk meg 
a sajátértékeket, saját- 
V/ frekvenciákat, és írjuk fel 
a sajátfüggvényeket. 
o ! x 54. Egyik végén be- 
ő ( I fogott, másik végén sza- 
L 3 bad, l hosszúságú homo- 
52. ábra gén rúd hajlító lengéseit 
I vizsgáljuk (52. ábra). 
a) Határozzuk meg a differenciálegyenlethez járuló peremfeltételeket, valamint 
b) a sajátértékeket és sajátfüggvényeket. 
Megoldás : a) A befogás helyén, minden időpillanatban el kell tűnnie az u kitérés- 
nek és hely szerinti első parciális deriváltjának. 
A szabad rúdvégen egyrészt a hajlító nyomaték, másrészt a nyíróerő zérus, 
Mivel a hajlító nyomaték 


9211 
M zzz IE 
a nyíróerő pedig 
3 
peso sasszé 
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így az x — l helyen az u függvény második és harmadik hely szerinti parciális deri- 


váltjának kell eltűnnie. 
Mondottak értelmében az 


differenciálegyenlethez az 


u(0, 9) — 0, 
0 j 
sszzzemágbt ) te 0 
9x ! jú 
xsz0 
071 ! — 0 (4f. 16) 
92? VARESET j 
09371 
je. 578 
Ea 


peremfeltételek járulnak. (b) pont kidolgozását lásd az eredménytárban.) 

55. l hosszúságú, egyik végén csuklósan megfogott rúd, másik végéhez ugyan- 
olyan hosszú, de más anyagból készült, nagyobb keresztmetszetű rúd csatlakozik, 
melynek jobb oldali végét szintén csuklósan rögzítjük (53. ábra). 


Él-e esmeg VOvEmE E emma e——mm gs BETSEZEE ESB EEZSENEETE CT) 
ZA l e. x 
NN 1 
( ; t 


53. ábra 


a) Írjuk fel a peremfeltételeket és a differenciálegyenleteket; 
b) mutassuk meg, hogyan számíthatók a sajátértékek és sajátfrekvenciák, és 


c) hogyan írhatók fel a sajátfüggvények és sajátrezgések. 
Megoldás : a) Az, I, E,, u, F, adatokkal jellemzett bal oldali rúd részecskéinek 


kitérését jellemezzük az u(x, t) függvénnyel, a jobb oldali 7, I,, E,, u, Fa adatokkal 
jellemzett rúdét pedig a v(x, £$) függvénnyel, Akkor u(x, t) az 
92u 


098y 
E, haza tmFPizg (4f. 17) 


—0 0sSsxzsi 


differenciálegyenletnek, v(x,t) pedig az 


4 92 
E.Tőa ba Fazg —0 IsSsxs2l (4f 18) 


differenciálegyenletnek tesz eleget. 
8  Parciális differenciál — 44231 
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A szélső rúdvégek csuklós megfogása miatt az x — 0 és x — 27 helyeken a kitérés, 
valamint a hajlító nyomatékok zérusok, ami az 
u(0, 2) — v(2I,t) — 0 
921 ! 92y 


a v2 7 aal 
0x asz 0x Ir5-2! 


— 0 (4f. 19) 


egyenletek fennállását követeli meg. 

A csatlakozás helyén a csatlakozó rúdvégek kitérése, szögelfordulása, valamint a 
rúdvégekben ébredő nyíróerők és hajlító nyomatékok megegyeznek; ezen meggondolás 
alapján nyerjük az 

u(l, t) — v(l, 2), 


9u 9v 
X zel 9X ís 
92u 92y (4f. 20) 
1151 0x zt 158 9x5s va 
03] o3pi 


feltételi egyenleteket. 
b) (4f.17) és (4f. 18) megoldásait egy-egy csak helytől és egy-egy csak időtől 
függő függvény szorzataként keressük: 
u(x, 1) — pi(x) vil, 
v(x, 1) — pe(x) pl. 
Minthogy az egymáshoz csatlakozó rudak lengéseinek frekvenciája azonos, a differen- 
ciálegyenletek megoldása, pontosabban a változók szétválasztása során az időtől függő 


tényezők a két rúdra nézve megegyeznek, ezért mindkét differenciálegyenletben 
ugyanazt a konstansot kell bevezetnünk: 


wi(2) — w(3) — Ecosot3 Fsinot. 


A peremfeltételek a pi(x), illetve p.(x) függvények segítségével. elégíthetők ki, amely 
függvények 


pi(x) — A cos A x 3- Bsin A x 1 CchA x 3 Dsha x, 


4f. 21) 
pe(x) —acoskx1-8Bsinkxtycehkxtöshkx c 
alakúak, ahol 
aa — 24 Fi 
I, E, j 
(4f., 22) 
fázz 07 Ha Fa, 


hl 


12 E, 
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a k, A sajátértékek között a 


kt — HeFoliE 


— s A4 j 
TELE. (4f. 23) 


összefüggés áll fenn. ; 

A opi(x) függvényekben szereplő 8 integrálási állandó meghatározására a (4f. 19) 
és (4f. 20) feltételi egyenletek szolgáltatnak egyenletrendszert. 

(4f. 19)-nak az x — 0 helyre vonatkozó feltételei értelmében A4—C— 0, s így 
pi(x) csupán két tagból áll: 


pi(x) — BsinA x 3 DsShA x. 


(4f. 20) és (4f. 19) további feltételi egyenletei a fennmaradó 6 ismeretlenre nézve az 
alábbi homogén lineáris egyenletrendszerre vezetnek: 


BsinAl1tDshAl—acoskl—Bsinkl— ychkl—öshkl— 0, 
BcosAl-3- DchAltasinkl—8coskl—yshkl—öchkli— 0, 


—- I, E, BsinAl-4-ISE,DshAl3- I, Eoacoskl-- I, E, B sin kl — 
— I.E,ychkl1— I, Esöshkl-- 0, 


— IDE, BcosXAl3§ IE, DchAl— I, Es asinkl -- I, E, B cos k I — 


acos2kl3-8sin2kl13 ych2kl3§ösh2k1— 0, 
—acos2k]—Bsin2kl] 3 ych2kl3§ösh2kl— 0. 


(4f.24) 

A (4f. 24) egyenletrendszernek akkor van megoldása, ha determinánsa zérus, azaz ha 
sin Al sh Al —cos ki —sinkl — —chAl —sh kI 
cos Al ch Al sin ki —coskl — —shkl —chkli 


—IE,sinál IEsshAl IEgcoskl I Essinkl —I-E,chkl —I:E; sh KI] 
— IE, cos Al I.E, ch Al —I E; sin ki IsBs COS kl —I E, sh ki —IEs ch kli 
0 (0 — cos2kl sin2kl — ch2kl sh2xl 


0 0  —cos2ki —sin 2 ki ch2 ki sh 2 ki 


(Af. 25) 


k és A között a (4f. 23) összefüggés áll fenn; (4f. 25) kifejtve, bonyolult transzcendens 
egyenletet szolgáltat a A,, illetve k, sajátértékek meghatározására. 
A sajátértékek birtokában a közös o, sajátfrekvenciák (4f. 22) alapján számolhatók. 
c) A (4f. 24) egyenletrendszerben az egyik ismeretlent tetszőlegesen megválasztva, 
a fennmaradó öt állandó egyértelműen meghatározható, amivel (4f. 24) figyelembevéte- 
lével a sajátfüggvények rendszerét is elő tudjuk állítani: 


P(x) — B, sin A, x 3- D, shA, x, 3 v—12 ) 
Po,(x) — a, cos k, x 3- B, sin k, x 3- y, ch k, x 3 ő, sh k, x. b 
gt 
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A sajátrezgéseket pedig a bal oldali rúdban az 
u (x, 2) — pi,(x) (E, cos w, t -- F, sin o, 2), 
a jobb oldali rúdban a 
v (x, t) — po,(x) (E, cos o, t -- F, sin o, 2) 
függvények írják le. 
Megjegyzés. Tárgyalásunk menetén nem változtat az a tény, ha a csatlakozó rudaknak 
csak keresztmetszetük vagy csak anyagi minőségük különbözik, mert ha a két csatlakozó 


rúdnak csak egy jellemző adata különböző, ez már a sajátértékek, illetve sajátfüggvények 
eltéréséhez vezet. 


56. Felírandók a hajlító lengéseket leíró differenciálegyenlethez járuló perem- 
feltételek olyan hajlító lengéseknek alávetett ! hosszúságú homogén rúd esetén, melynek 

a) mindkét végét a 
rúdvégek kimozdulását 
gátló rugókhoz erősítjük, 
és olyan rúd esetére, 
melynek 

b) mindkét vége a 
rúdvégek elfordulását 


gátló spirálrugókhoz 

kapcsolódik. (A két rúd- 

NNÉNN SS végre erősített rugók 

Ú t mindkét esetben egyfor- 
————— a 

I Megoldás: a) Le- 

54. ábra gyen a rúdvégek kitéré- 


sét gátló rugók eredő 
rugóállandója C. A rúdrészecskék kitérését jellemző u(x,t) függvény, mint tud- 
juk, az 
04y 02 
differenciálegyenletnek tesz eleget. A rugók közé fogott rúdvégek — feltéve, hogy 
a rugók elhanyagolható tömegűek — nyomatékmentesek, következőleg 


9211 


8 zi (4f. 27) 


xx7 1 


: 50 
a. . , 1 
A rúdvégekhez erősített rugókban ébredő rugalmas visszatérítő erő R — ve u, Ez 


a rugóerő nyírja a rúdvégeket. Minthogy R rugóerő pozitív iránya lefelé mutat, s ez 
a jobb rúdvégen pozitív nyírásnak, a bal rúdvégen negatív nyírásnak felel meg, ezért 
az x — 0 helyen R— —V, az x—! helyen pedig R — V egyenlőségek szolgáltat- 
nak újabb peremfeltételt. 
Minthogy 
097 


5 1 
V—-— IE és Ms DNS 
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117 
kell, hogy egyrészt 
IE sat s — Du(0, £) (4f. 28) 
0x7 ] 270 dő I 
másrészt 
IEZZI Du) (4f. 29) 
9x8 sag LA e aa 
legyen. 


a) esetben tehát a (4f. 26) differenciálegyenlethez a (4f. 27), (4f. 28) és (4f. 29) 
peremfeltételek járulnak. : 

b) A rúd rezgésállapotát jellemző u(x, t) függvény ez esetben is a (4f. 26) diffe- 
renciálegyenletnek tesz eleget. 


55. ábra 


A spirálokhoz kapcsolódó rúdvégek nem nyíródnak, ezért az x— 0 és x—! 
helyeken u(x, t) harmadik x szerinti parciális deriváltja eltűnik, azaz 

9 09 

esd NEK L s 

kell legyen. Másrészt, a rúdvégekhez kapcsolódó spirálrugókban ébredő, a rúdvégekre 


ható nyomaték — amely a rúdvégek elfordulását igyekszik meggátolni — arányos a 
szögelfordulással. Mint ismeretes, a szögelifordulás esetében 


sz 


csi 


t eset 
BAT ag 


Kis szögelfordulásokról lévén szó, tg a A5 a; a rúdvégre, annak szögelfordulása ellené- 
ben a spirálrugó által gyakorolt nyomaték: 


91 
Msezesádggy 
ahol MM, a spirálrugó állandója; MI"? pozitív forgási iránya az óramutató járásával 


ellentétes, ezért a jobb rúdvégen negatív, a bal rúdvégen pozitív hajlító nyomatéknak 
felel meg, ennek alapján a peremfeltételek: 


9u 021 ] 
Mozel oR 
9u 92u 
MM. — a — [IE — 
"0x xzil 9x" xzal 
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57. l hosszúságú, hajlító lengéseket végző rúd egyik vége csuklósan van rögzítve, 
másik vége egy, a rúdvég elmozdulását gátló C eredő rugóállandóval jellemzett rugó- 
párhoz kapcsolódik, 

a) Felírandók a perem 
feltételek. - 

b) Előállítandók a sa- 
játfüggvények és a sajátér- 
tékeket szolgáltató karakte- 
risztikus egyenlet. 

Megoldás: a) A rúd- 
részecskék kitérését jellem- 
ző u(x,t) függvénynek, 
mely a hajlító lengések dif- 
56. ábra ferenciálegyenletének tesz 

eleget, eleget kell tennie az 


alábbi peremfeltételeknek : 


u(0, 9 — 0, 
9-u i 
le — 0, 
9x? szzlő 
021 ; 
xr7-Il 
ős BEEE TES hol D—7 
"e. szik [d ? a E Os 
9x3 HERK t 6 


b) A helytől függő p(x) függvényre az alábbi kifejezést nyerjük: 
p(x) — A cos A x 4- Bsin A x 34 KchA x 3-LshA x. (4f. 31) 


(Az állandók jelölését A-ra, B-re, K-ra, L-re változtattuk, mert a C, D betűknek itt 
tmás értelmük van.) 


A (4f. 30) alatt felírt feltételeket a p(x) függvény segítségével elégítjük ki. Az 
x — 0 helyre vonatkozó feltétel miatt 
p(x) — BsinA x tt LshA x., (4f. 32) 


Az x — 1 helyre vonatkozó feltételek az alábbi egyenletrendszer fennállását követelik 
meg: 
— BAtsinA 13 LAStshAl— 0, 


B(— IEX? cosAX 1 D sin) 1) 3- I( IEX? ch 1 — DshA 1) — 0. (4f. 33) 


A (A4f. 33) egyenletrendszernek akkor van csak triviálistól különböző megoldása, ha 
determinánsa zérus, azaz 
— Asin] AtshAl s. 
— JER: cos 1—Dsíin Al JEX"chAl—DSshAl 


? 
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ami a A, sajátértékek meghatározására egy transzcendens egyenletet szolgáltat, ami a 


2D 


(4£., 34) 


alakba írható. (4f. 34) megoldásai a sajátértékek. 
A (Af. 33) rendszer első egyenietében B értékét sh Al-nek választva, L — sin Al 
adódik. A sajátfüggvények 


p,(x) — sha lsinA,x-HsinA lsnA x (fv — 1, 2,...) 


alakúak, ahol a A, érté- ! 
kek a (4f. 34) egyenlet [ZTA 
megoldásai. 
58. Az előző példá- 
ban szereplő rúd előzők- 
ben csuklósan megfogott 
végét most befogjuk. 
a) Felírandók a pe- 


remfeltételek, . 
b) Előállítandók a i 
sajátfüggvények és a sa- 57. ábra 


játértékeket — szolgáltató 
karakterisztikus egyenlet. 


59. l hosszúságú, 


ő fg ., Z CH ga o. (Ze s ee ae j s a. 
egyik végén csuklósan OJ S X 
megfogott rúd másik vé- N JÉN 
gét egy, a rúdvég elfor- sz szil 0 


dulását gátló spirálru- 
góhoz erősítjük; a spi- 
rálrugó fajlagos nyoma- 
tékát jelölje Mn (58. 
ábra). 

Meghatározandók a 

peremfeltételek, saját- 
függvények és a saját- 
értékeket szolgáltató 
egyenlet. 
60. Az előző példá- 
ban szereplő rúd előzők- 
ben csuklósan megfogott 
végét most befogjuk 
(59. ábra). 

Meghatározandók a 
peremfeltételek, saját- 
függvények és a sajátér- 
tékeket szolgáltató egyen- 
let. 60. ábra 


58. ábra 
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61. l hosszúságú, hajlító lengéseknek alávetett homogén rúd egyik végét befogjuk, 
a másik szabad rúdvéget elhanyagolható tehetetlenségi nyomatékú m tömeggel terhel- 
jük (60. ábra). 
a) Felírandók a peremfeltételek. 
b) Meghatározandók a sajátértékeket szo gáltató egyenlet és a sajátfüggvények. 
c) Feliírandók a sajátrezgések. 
Megoldás: a) A befogás miatt 
u(0,9 —0 (4f. 35) 
és 
94 
0x 


Feet hd 


2-0 


Mivel m tömeg tehetetenségi nyomatéka elhanyagolható nagyságrendű, a tömeggel 
terhelt rúdvég nyomatékmentes, tehát 
02u 


sg 70. (4f. 38) 


xzl 


Az x — lhelyre vonatkozó másik peremfeltételnek azt kell kifejeznie, hogy a jobb 
rúdvég nyíródását az m tömeg hozza létre. Az m tömegre ható tehetetlenségi erő, 
02 ] 
I esz] 
teljes egészében nyírásra fordítédik; P erő felfelé mutat — azaz (—u) irányú, ami a 


bevezetőben mondottak szerint a jobb rúdvégen , negatív nyírásnak" felel meg. 
Tehát az x —! helyen 


sz — [/, 
azaz 
9271 93 
I xs] iesl 


Minthogy u(x, t) kielégíg a hajlító lengések differenciálegyenletét: 


du IE 99u 
02 — uFoxt 
tehát a (4f. 37) feltétel az 
m 904y ii 091 
mFőoxt] ,  98l, 


alakba írható, 
b) Amint azt az előző példák során láttuk, 
p(x) — A cosA x 3 BsinA x -CchAxt.DshA x, 
és 
y(2) — E cos 0 t 3- F sin ot, 
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ahol 
sag BE 


4 
A TE" 


Gy? a változók szétválasztása során bevezetett állandó. A befogás miatt a (4f. 35) fel- 
tételekből nyerjük, hogy 


C — —A, 
D — —B, 
p(x) — A(cosA x — chAx) -- Bísin A x — shA x). 
Az x — 1 helyre vonatkozó határfeltételek p(x)-től a 
p" (1) — 0, 
2EPVD—— pr" 
egyenlőségek teljesítését követelik meg. p(x) differenciálása és megfelelő helyettesítése 


után nyerjük, hogy 
A(cos A l -- chA 1) 3- B(sin A ! -- shA 1) — 0, (4f. 38) 


A lét (cosA4 7 — chA 2) t sin l — sat] -k 


ABITA ginA1—shaD) — cosA ll — shi 0 
LuF Í 
egyenletrendszerre jutunk. 
(4f. 38) megoldhatóságának feltétele, hogy determinánsa eltűnjön, azaz 


cos A 7 3- cha l sinA 7 3- sha / 
Megj chA 0) 3sin A 1— shall LAT TÉET S AR sh4A0)—cosAlZ — chat 
uF uF 


legyen, ami a A, sajátértékek meghatározására az 
mA (shA I cosA 7 — sin A I chA 1) — — uF(1 3 cosA! chaA 0) 
karakterisztikus egyenletet adja. 
Következőleg a sajátfüggvények 
p,(x) — A (cos A,x — chA,x) 4- B, (sinA,x — shA,x) (va l1,2...) 
(4f. 38) meghatározza az A,, B, együtthatók arányát. Pl. ha 


A, — sin A] 3- shA 7, 
akkor 
B, — — cosA ! — cna l, (4f, 39) 
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s így 
p,(x) — (sin A,/ -- sh a, 7) (cos Ax — chA,x) — 
szfögS ED (ék zesze s hékső isz ss 
ahol A, alatt a karakterisztikus egyenlet gyökei értendők, 
c) Az elmondottak alapján 
p, (9 — E, cos et -- F, sin o, t — E, cos KAst -- F, sin K AZt, 


ahol a K — VEB jelölést Í asználtuk, 
uF 


A sajátrezgéseket az 
u (x, )) — p,(x) po) (VESZ 


alakú függvények írják le, tehát a sajátrezgéseket az 
u (x, 9) — [4 (cos Ax — chA,x) -t B (sin A,x— sh A, x)][£, cos KA3t 7 F, sin KAZt) 
(01 2] 


A függvények jellemzik ; A, 
B, (4f. 39) alapján számít- 

m Í ható, az E,, F, számok 
csak a kezdeti feltételek- 
kel rögzíthetők. 


62. Két végén alátá- 


N 
N 
3 masztott homogén rúd a 
felezőpontjában  felfüg- 
gesztett tömeg hatására 


61. ábra hajlító lengéseket végez 
(61. ábra). 


a) Felísandók a peremfeltételek. 

b) Mexhatárczandók a sajátértékek és sajátfüggvények. 

Megoldás : a) Vegyük fel koordináta-rendszerünk origóját a tömeg felfüggesztési 
helyén, azez a rúd felezőpontjában, továbbá tételezzük fel, hogy az m tömeg pontszerű. 


Jelöljika rúd hosszát most kivételesen 2/-lel, jelölje a bal rúdfél rezgésálla- 
potát az u(x,t), a jobb rúdfélét az u.(x,t) függvény. Mindkettő ugyanazon 
egyenletrek, a hajlító lengések differenciálegyenletének tesz eleget. 


Az clátámasztás miatt a rúdvégek kitérés- és nyomatékmentesek, amit az 
u(—I, t) — ul, t) — 0, 
0u, ] . 9919 


328 ! 7 de 


ie—-I 


a ő (4f. 40) 


xs] 
feltételi egyenletek fejeznek ki. 


. A tömeg pontszerű lévén, annak felfüggesztési helyén a rezgésállapot , töretlenül" 
terjed tova, ami azt jelenti, hogy a tömegponttal szomszédos jobb és bal oldali rúd- 
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részecskék kitérése, elfordulása, valamint a rájuk ható nyomaték azonos, Ezt foglalják 
matematikai formulákba az alábbi feltételi egyenletek: 


uj(0, t) — u(0, 2), 


ez] 

9X Tag A eg (4f. 41) 
997, ! 2 Og; 

0 xrzs0 Ni 0x2 1 szá 


Az x — 0 helyen még egy feltételi egyenletünk van, amely az erők egyensúlyát fejezi 
ki. Az x — 0 helyen 3 erőt kell figyelembe vennünk, ti. a tömegpontra ható tehetetlen- 
ségi erőt és a tömegponttal szomszédos rúdrészeket nyíró erőket. 


A tehetetlenségi erő 


amely kifejezésben akár u, akár u, idő szerinti második parciális deriváltját vehetjük, 
mert ezek a (4f. 41) feltétel értelmében megegyeznek; mi a következőkben az u(x, £) 
függvényt fogjuk helyettesíteni. 


A tömegpont bal oldalán ható nyíróerő 


094 
V, El szEnai IE ge E 
a jobb oldali nyíróerő pedig P 
lés 62. ábr 
V., a: — IE 38 aora 


Ezek az erők a 62. ábra szerinti irányításúak. A függőlegesen felfelé irányuló erők 
eredője —P 3- V,, ennek kell egyensúlyt tartania a lefelé irányuló V, erővel, tehát az 
x — 0 helyén a 

-PtgFV eV, 


feltételi egyenletnek kell fennállnia, azaz az 


9919 
ztés 


094 ] 


3 1 
xr50 9x ! xr:0 


22 ! 
maz 4 IE 
I 


2 
91 Bs 


ami, minthogy u, kielégíti a hajlító lengések differenciálegyenletét, az 


ea (4f. 42) 


alakba is írható. 


Tehát az u, és u, által kielégítendő differenciálegyenletekhez a (4f. 40),(4f. 41) 
és (4f. 42) feltételek járulnak, 


124 4, §. LENGÉSTAN 


b) A változók szétválasztása a 
P(x) — A cosA x t Bsin2x 4 CchAx-3 DshAx, 
po) —acosAxtB8sinAxtycehAx-tösháx 


helyfüggvényekre vezet. A peremfeltételek ezen p.(x) függvényeken keresztül elégít- 
hetők ki, 


A (Af. 41) feltétel első és harmadik egyenlete értelmében 
C — y; 4A — a 
egyenlőségek adódnak. Következőleg 
pi(x2) — AcosAx-tBsinA x -CchAx3 DshAx, 
po(x) — A cosA x 4 BsinAx 4 Cch2x-kösha x. 


Ezen függvényeket differenciálva, és a fennmaradó hat feltételi egyenletbe helyet- 
tesítve, az A, B, C, D, B, ő együtthatókra nézve egy homogén, lineáris egyenletrend- 
szert nyerünk; (4f. 41) és (4f. 42) alapján 


-als B - ető 4 D kB szél ésfj; 
B 2- D — B — Öö —- 0, 
AcosAl— BsinA13-CchAl—DShAl — 0, 
A cos A I -FCchaAl tF8sinAltHöshAl — 0, (4f., 43) 
—A cosAl 34 BsinA 1 -CcnA1—DshaAl — 0, 
—4A cosAl 34Cchal —BsinA/ 3 öshAl — 0. 
(4f., 43) csak akkor oldható meg, ha 
- TT. —1 —§ 3-1 Hl —1 
0 -1 0 HI —1 —1 
cosAl  —sinAl chAál  —shAl 0 0 0 (4f. 44) 
cos A / 0 chAl 0 sinal 7 shAl i 
—cosAl sinAl chal  —shal 0 0 
eséggti 0 chal 0 —sinAlZl shall 


(4f. 44) egyenletet szolgáltat a sajátértékek meghatározására (kifejtett alakban való 
előállításától most eltekintünk). (4f.43) homogén egyenletrendszer lévén, egyik 
ismeretlen felvételével — pl. A — 1 — a többi ismeretlen egyértelműen meghatároz- 
ható. 
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A sajátfüggvények: 


—  /cosA,x-t B, sind, x 4 C, chh,xt4.D,shAx; —Isxz 
NcosA, x B, sin A, x 4 C, chA, x 1- ő, shaA, x; Osxs 


ahol a A, értékeket (4f. 44), az együtthatókat (4f. 43) határozza meg. 

63. Egyik végén befogott / hosszúságú, hajlító lengéseket végző rúd másik végét 
számottevő tehetetlenségi Í 
nyomatékkal bíró m tömeg- 
gel terheljük (63. ábra). 

a) Felírandók a perem: 
feltételek, 

b) Meghatározandó a 
sajátértékeket —— szolgáltató 
egyenlet és a sajátfüggvé- 
nyek. 

Megoldás : A bal oldali 
rúdvég befogása miatt a hajlító lengések differenciálegyenletéhez a 


p,(x) 


03. ábra 


u(0, t) — 0 (4f. 45) 


91 

9x áss 
feltételek járulnak. A jobb oldali rúdvégkez, azaz az x — ! helyhez tartozó perem- 
feltételeknek egyrészt azt kell kifejezniük, hogy a rúdvég nyíródását az m tömegre 
ható tehetetlenségi erő hozza létre, másrészt azt, hogy a tömeg számottevő 0 tehetetlen- 
ségi nyomatéka következtében a rúdvégre figyelembe veendő forgató nyomaték is hat. 


Az m tömeg gyorsulásánál keletkező 


021 ( 
77 mag 
1 csal 
tehetetlenségi erő, minthogy felfelé irányul, negatív nyíróerőt képvisel a jobb oldali 
rúdvégen, s mivel P teljes egészében nyírásra fordítódik, az x — / helyen P — —V, 
tehát 
921 I 981 ; 
mag] s tÉga 
: e I ém 
kell hogy legyen, amit, tekintve hogy 
"u IE 99 
922 uF 9x1? 
az 
m 60tu 057 ] 
BEGEzas ESRESZ Bis .4 
uF ax 928 : ÚséB) 
S ÖS 


alakba szokás írni. 
Amint az a merev testek mechanikájából ismeretes, 9 tehetetlenségű forgó merev 
test nyomatéka 
da, 


M 85 
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ahol a a szögelfordulás. Minthogy esetünkben kicsiny szögelfordulásokról van szó, 


d. FI 7— 


9x 


s így az m tömeg által a rúdvégre gyakorolt M"? forgató nyomaték 

92 (du 93u 

KEST ilsábssák ZER a HéRyEsaNI ; 

ot" 6) 9x 92? (ZET) 


M": 6 
M" a negatív C szögelfordulás ellenében hat, tehát 5 irányban forgat, s mint ilyen, 
pozitív forgató nyomatékot képvisel. Így a tömeggel terhelt rúdvégen Mt — -3-M 
nyomaték lép fel. Mint tudjuk, 
921 


M——1Egg s 


(4f. 48) 


(4f. 47) és (4f. 48) figyelembevételével, a mondottak értelmében a jobb rúdvégen, 
tehát az x — / helyen kell hogy 
931 


x-z] 
legyen. 

Mivel peremfeltételeinket mindig a csak helytől függő o(x) függvénnyel igyek- 
szünk kielégíteni, célszerűségi okokból kívánatos (4f. 49)-ből a t szerinti deriválást 
kiküszöbölni, 

(4f. 49) alábbi könnyen kezelhető alakra hozható: 

9 05ul 927 i 
nF ö8l 75] (4f. 50) 


mi 


Példánkban tehát a hajlító lengések differenciálegyenletéhez a (4f. 45), (4f. 46) és 
(4f. 50) peremfeltételek járulnak. 
b) A szokásos eljárással a 


p(x) — A cosA x 4 BsinA x -CchAx--DshAx 


helyfüggvény adódik, 
(4f. 45) miatt 


C — —A, 
D — —B, 
következőleg 
p(x) — A(cosA x — chA x) tt B(sin A x — shA x). (4f, 51) 


A (4f. 46) és (4f. 50) feltételek p(x)-től az 


ap 990 — — gin, 


770 — erte 
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egyenletek fennállását követelik meg. (4f. 51)-et differenciálva, és a megfelelő feltételi 
egyenletekbe helyettesítve, alábbi homogén lineáris egyenletrendszerre jutunk: 


, 
A És (cosAT— cha 1) 4 (sinA7— shA 0 [- 
uF 


18[F (sin A 1 — shA 7) — (cosA l -- AD] —0 


éj (4£. 52) 
A[— GinAL4 shAD -k (cosAl-h hab 
3 
4 B e (sosa kk nk ék o] — 0 
(4f. 52) megoldható A, B-re nézve, ha 
ma j 
ap (cosAl — chA 1) 3- (sin A 1— sha 2) 
ma , . 
—— (sin A / — shA 1) — (cosA / 3 cha 2) 
ubb 0 
E 


5 ; 
— ly GINA Lk SAD) (cosA 1 chA 07) 


043 K 
a (cosA / — chA 1) -t (sin) ! 3- shA 0) 


amiből kifejtés után a A, sajátértékek meghatározására a 
— m 0At(cosAlchA/ — 1) — uF 028 (sin A I chi ! 3- shA I cos A 7) -- 


tk uF mA (shA I cos Ax Z — sina / chA 7) 3- (uF)? (1 3- cosA/chA 0) —0 (4f. 53) 


egyenletet nyerjük. 
(4f. 53) gyökeinek ismeretében (4f. 52)-ből 


B, — uF (sin A, l — shA, 1) 4 ma, (cos A, Z — cha, 7) 
választással (4f. 54) 
A, — ma, (sin A, Il — shA, 1) — uF (cos A, Z 3- chA, 7) 
adódik. 
Így a sajátfüggvények 
p,(x) — A, (cos A, x — chA, x) 3- B (sin A, x — shA, x) 


jellegűek, ahol A,-t (4f. 53), az együtthatókat pedig A, ismeretében a (4f. 54) formulák 
szolgáltatják. 
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64. Két végén alátá- 
masztott l hosszúságú, ho- 
mogén tömegeloszlású rú- 
don egyenletes sebességgel, 
teher gördül végig. A gör- 
dülő teher hatására a rúd 
rezgésbe jön, és hajlító len- 
géseket végez (64. ábra). 
64. ábia a) Megvizsgálandók a 
: kielégítendő  differenciál- 
egyenletek és a peremfeltételek, valamint a kezdeti feltételek, 

b) Előállítandók a sajátértékek és sajátfüggvények és az összes feltételeket ki- 
elégítő megoldásfüggvény. 

Megoldás : a) Mivel a lengések külső erő hatására jönnek létre, a folyamatot leíró 
differenciálegyenlet inhomogén lesz; a zavaró függvény a ható külső erő — a 
gördülő teher súlya —, mely támadáspontjának helyét az időben változtatja. A ki- 
elégítendő differenciálegyenlet, ha u(x, t) jellemzi a részecskék kitérését, 


0411 924 
IE Az 1 uF-z — P(x, 0). (4f. 55) 


A P(x, t) függvény előállításá- 
hoz azt kell előrebocsátanunk, 
hogy a gördülő teher súlyát egy 
pontba, ti. súlypontjába sűrítve 
képzeljük, súlya mint egy pont- 
ban ható koncentrált erő jelent- 
kezik. Első közelítésnek vegyük 
az erő támadáspontját x — X, 
fixnek és a teher P — mg sú- 
lyát az x, helyet környező 2e 


hosszúságú intervallumon el- 65. áb 
osztva (65. ábra). Akkor az jázátt 
erőfüggvény 
0, ha OSx2Sx— e, 
P(x) 5 — FI, ha xx—esSxsxdi 8 
0, ha xtesxsel. 


Az ily módon keletkezett P(x) függvényt — későbbiekben indokolandó okok miatt — 
a (0, [) intervallumon páratlan FouRIER-sorba fejtjük: 


ák 
fi e 


P(x) — 5 b, sin 


A FouRIER-együttható 


X0-te 
2 P .  DIT P VIT VIT 
b  — ———— eszzénásztátítll ve e MÉ e] s — ESEK — s. 
Új 3 sin T? dx sz sara] 905 ] (Xg tt 8) — cos ] (Xg 9] 


To— e 
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sin sélbks 
P . DIIX VITE 2P VIIX Z 
— 2 sin—- sin —— — —— £ 
VIE Z l l Z VITe 
E aj 


Tartsunk most e-nal zérushoz, akkor P(x) az xog helyen támadó koncentrált erőbe megy 
át; mivel 


VITe 
sin s ői 
lim ——— —-—], 
€00 pme 
Z 
b — 2P VITXg 
ús l I 
s így a koncentrált erő FOURIER-sora: 
2Pg . vaxy, ,. vm 
ba ű ; 4f, 5 
P(x) — sza j 5in—Xx (4f., 56) 


Visszatérve az eredeti problémára, az alátámasztott rúdon végiggördülő teher által 
képviselt P(x, t$) erőfüggvény előállítására, azt kell meggondolnunk, hogy a gördülő 
teher olyan koncentrált erőt képvisel, mely x, támadáspontját az időben egyenletesen 
változtatja. Ha a gördülés sebességét c-vel jelöljük — egyenletes. mozgásról lévén szó, 
c állandó —, az erő támadáspontja az 


x, — cet 


összefüggés alapján változik, Ezt helyettesítve (4f. 56)-ba, a kívánt P(x, t) függvényre 
tutunk: 


P(x, 2) — Ta sin e. t sin T a (4f. 57) 


A megoldandó differenciálegyenlet tehát az 


2Pe . ve . pm 
Eg tb Fzg— Ta sm et sin a (4f. 58) 


alakot ölti, 
(4f. 58) egyenlethez az alátámasztás tényének megfelelően az 


u(0, t$) — u(l, 6) — 0, 
921 92y 


9x2 keéő "  0x2 


— 0 (4f. 59) 


xzal 


peremfeltételek járulnak, mivel a támasztási helyeken sem kitérés, sem nyomaték 
nincs, 


9  Parciális differenciál — 44231 
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A kezdeti feltételeket illetőleg — mivel a lengések a gördülő teher hatására jönnek 
létre, az pedig a t — 0 időpillanatban indul útjára — a rúdrészecskéknek sem kezdeti 
kitérésük, sem kezdeti sebességük nincsen. Ennek megfelelően 


u(x, 0) — 0, 
9u 
9 Vt . (4f. 60) 


b) A sajátértékek és sajátfüggvények meghatározása végett először a (4f. 58)-hoz 
tartozó homogén egyenletet kell megoldanunk. Ennek — a (4f. 59) feltételeknek is 
eleget tevő — megoldásait azonban ismerjük, mert az 51. példa megoldása során azokat 
már előállítottuk, Ott láttuk, hogy a sajátértékek 


4 5—T (v — 1, 2, ...) (4f. 61) 
a sajátfüggvények pedig 
p,(x) — VI sin—x  (v—7l1,2,...) (4f. 62) 


alakúak. 
Ugyancsak az 51. példa tárgyalása során kimutattuk, hogy a sajátrezgések az 


9 2 r2 
a,b — [/d sin Ex (Eco a a ke) (v — 1,2,...) 


függvényekkel jellemezhetőek, ahol E,, F, egyelőre határozatlan állandók, és 
fösz 
uF 
A (4f.59)-hoz tartozó homogén egyenlet általános megoldását egy végtelen 
függvénysor alakjában keressük: 


Unom (Xx; 2) -V E 5 sin £7 x 2 x (E, cos TP gt tF, sa Kt) (4f. 63) 
Ezek után a (4í, 58) inhomogén egyenlet egy u (x, £) partikuláris megoldását kívánjuk 
előállítani, A partikuláris megoldást egy, a sajátfüggvények szerint haladó sorfejtés 
alakjában keressük, melynek együtthatói természetszerűleg az időtől — t változótól — 
még függeni fognak, azaz 


u(x, 1) — S a, (0 sin TT x, (4f. 64) 
51 
Most látjuk indokoltnak, hogy miért volt célszerű a P(x, t) függvényt a (4f. 57) típusú 
sor alakjában előállítani, 
(4f. 64)-et (4f. 58)-ba visszakelyettesítve, együttható-összehasonlítás útján az a, (?) 
függvényekre nézve az alábbi differenciálegyenletet nyerjük: 


s vt a ri 2P vicc 


EE ját S 4í. 6 
a (2) TAFT 0 — pasin Tt (41. 65) 


f), RÚD HAJLÍTÓ LENGÉSEI 62. 13? 
A (4tf. 65)-höz tartozó homogén egyenlet a bevezetett jelölés felhasználásával; 


Mi 4 gr 
a (4) -- Sr K? a, (1) — 0, 


és ennek általános megoldása HESSBS ezt ag) -vel) : 


2 ar2 


RtrH, sin Kt. (4f. 66) 


arg) — st cos TP 


E 


A (41. 65) egyenlet egy partikuláris megoldása — jelöljük ezt a9(0))-vel — 


2PP . DITC 


sin —— t. (4f. 67) 


) lá (Ea TESESEÉTRTNNSTTNRNE S Bézer ie tlát SARRRTENRRNNNENI 
a (e) uF(K? vi at. va? P ő) l 


(4f. 66) és (4f, e felhasználásával (4f. 65) általános megoldása: 


v? gő: 2Pt . VNC 
a, (2) - G, cos E "B Kt -- H, sine e "g Kt -- nFZ te öeta sin (1 t. 
(4f. 58) keresett u(x, t) partikuláris MÉ KKÉBS pedig (4f. 64) értelmében: 
ua) — 3 JG cs Kt H, sin 7 o KtjsmTz-t 
-k SET Sa E pa 5-5 
uF(K?vtxt— pt mPc) l - 


és végül (4f, 58) általános megoldása: 


u(x, t) — Unom (x t) -k u(x, 2), 


azaz 
u(x, $) — S K, cos ET E a GYTBb A sin B Rt 
vi 
2P 1! . DIC , VIT 
el öasátsm det e ze ly Ezer) 4f. 68 
T GFGT ÁTESETT "2 ] ej sin T (4f. 63) 
ahol a 


ke]. 


Dem 
jelölést vezettük be, 


A (4f. 68) megoldásfüggvénynek a (4f. 60) kezdeti feltételeket is ki kel! elégítenie 
(a határfeltételeket ugyanis kielégíti, amint az egyszerű számítással ellenőrizhető), 
Az u(x, 0) — 0 feltételből következőleg 


K 0 (psele2 s 
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a —j] 5-0 feltételből pedig 


2PItc 


ige uFvtmr KB — vm? K2 


adódik. Az összes feltételeknek eleget tevő megoldásfüggvény tehát 


e0 2PUtc NE Val 1re 
e) 2 a FGSKEE— arj 1a-p Ktr 
2Pt . vde ] . vo 
Venpermérr— még "ar tán Tem (69 


Megjegyzés. Mellőztük a (4f. 68) sorfejtés konvergenciaviszonyainak vizsgálatát. 
: Bel) (4f, 69) sor vizsgálata arra a megállapításra vezet, hogy bizonyos c sebességek esetén , 
ti. ha i 


c KK —, 
u(x, 9) végtelenné válik (az együtthatók nevezői zérusok), azaz a ,,híd beszakad", vagyis 


a rúd eltörik. Amint látjuk, a kritikus sebességek a sajátértékekkel arányosak, Kritikus 
sebességgel végiggördülő teher esetén rezonanciajelenség lép fel. 
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Az u(x,y) kétváltozós függvényt biharmonikusnak mondjuk, ha eleget tesz a 


94y 94 0477. 
zat 2z szot a 1 544u—-—0 


,biharmonikus differenciálegyenlet"-nek. 

A továbbiakban ezen parciális differenciálegyenlet, továbbá az ennél valamivel 
általánosabb . 
A4Mu — f(x, y) 


inhomogén biharmonikus differenciálegyenlet megoldásával foglaikozunk. 

A megoldás módszereit tekintve, a feladatok egy része két — harmonikus függ- 
vényekre vonatkozó — DIRICHLET-feladat egymás utáni megoldására vezethető vissza 
annak felhasználásával, hogy ha az u(x,y) függvény harmonikus, akkor az xu és 
(x2 3- y?9) u függvények biharmonikusak. A biharmonikus differenciálegyenlet partiku- 
láris megoldásai az (a -t- by) e7"ycosa x függvények; ennek ismeretében bizonyos 
esetekben a megoldást FOURIER-sor, illetve FOURIER-integrál alakjában állítjuk elő. 
Végül számos, a szilárdságtani alkalmazások szempontjából fontos partikuláris meg- 
oldást találhatunk, melyek az x, y változókban polinomok (ún. biharmonikus polino- 
rr:ok). 

A szilárdságtan problémái közül a síkbeli feszültségi állapot tárgyalása, továbbá 
a hajlított lemezek lehajlása biharmonikus egyenletre vezet. 


a) Feladatok 
b Írjuk át a A Af(x, y) — 0 biharmonikus differenciálegyenletet polárkoordinátás 
alakra, 


2. Igazoljuk, hogy ha w, és w, valamely G tartományban harmonikus függvények, 
akkor w -- wz x 4 w, a G tartományban biharmonikus. 


3. Igazoljuk, hogy ha uz és us a G tartományban harmonikus függvények, akkor 
u — (r — 19) 1 -k uz 

eleget tesz a biharmonikus egyenletnek, ahol r? — x? -- y?, ra pedig adott állandó. 

4. Igazoljuk a következő operátorazonosságot: 


9 1 9 2 f 
PER ENÉSENKÉSS EZGESZSZBE vi ! 
a rar r or 2) 024) 


5. Keressük azt az u(x, y) biharmonikus függvényt, amely egy adott o sugarú kör 
kerületén a normális menti deriváltjával együtt előírt értékeket vesz fel. 
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Útmutatás : Keressük a függvényt u -t- (o? — r?) u, alakban, ahol u, és u, har- 
monikus. Használjuk fel az előző két példa eredményét ! 


6. Igazoljuk, hogy a félsiíkra vonatkozó biharmonikus peremérték-feladat is vissza- 
vezethető két DIRICHLET-feladatra, ha a határoló egyenes mentén a függvény és a 
normális derivált értékét előírjuk. 

Útmutatás : A bizonyításban használjuk fel a biharmonikus függvény 2. feladat- 
ban szereplő előállítását és az előző 5. feladatban szereplő bizonyítás gondolatmenetét, 


97 
(e 


Az 5. feladat alkalmazásaképpen határozzuk meg a biharmonikus egyenlet 
megoldását a e sugarú körben, melynek centruma az origóban van, ha 


9u ! 


b) A síkbeli feszültségi állapot 


Egy test feszültségi állapotát síkbelinek mondjuk, ha (az x, y, z derékszögű 
koordináta-rendszer alkalmas választásával) a feszültségek z-től függetlenek, és egyet- 
len felületen se hoznak létre z irányú erőt. Ez utóbbi feltétel azt jelenti, hogy csak 
a Ca Txeyi Gy feszültségkhomponensek lesznek zérustól különbözőek. Vezessük be a 
DX (0 Txgy) És 2 — (Ty. Gy) vektorokat. Akkor a feszültségtenzor definíciója 
alaplán az n normálisú elemi felületdarabra ható erő x komponensének a felület- 
egységre redukált értéke 5, n, és a megfelelő y komponens értéke 9 n. Tekintsünk 
most a testen belül egy egységnyi magasságú hengert, melynek alkotói z irányúak, 
és alapgörbéje legyen az x, y síkban fekvő C zárt görbe. Feltételezzük, hogy a test ezen 
henger alakú részén belül külső erők nem hatnak. Síkbeli feszültségi állapot esetén a 
henger alaplapja és fedőlapja is feszültségmentes, tehát a henger egyensúlyát az 


Óh S.nd—-0, S nd—0 
c c 


egyenletek fejezik ki. Ha T-vel jelöljük a C zárt görbe által határolt síkbeli tartományt, 
akkor fenti egyenleteket a (rauss-OÖOSTROGRADSKI-tétel felhasználásával átírva, 


Ödiv S. dxdy—0, — Ödiv S, dxdy — 0. 
T T 


Mivel ezen egyenleteknek tetszőleges síkbeli tartományra fenn kell állniuk, 


i 6) (6) 
div 5 — ge tb 


(5.2) 
j ÖT gy 00 
sé — 5 0, 
div Dy 3x -k 35 


Ezen két egyenlet kielégül, ha F(x, y) egy tetszőleges, háromszor folytonosan diffe- 
renciálható függvény és 


02 02F OF rő 
es 9y? sa KE ax ? ét av lasallas 9x 9y jú (5.3) 
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Az (5.2) egyenletek teljesülése azonban nem elégséges ahhoz, hogy a feszültségállapot 
megvalósulhasson. Ha r — (u, v)-vel jelölöm a test (x,y) koordinátájú pontjának az 
(x, y) síkba eső elmozdulását a deformáció során, akkor, mint ismeretes, a deformáció- 
tenzor komponensei: 


04 szog /e ú 07 
dx! Ty Egy Tax! 9 gy 


Ebből leolvasható, hogy a deformációtenzor komponensei közt fenn kell állnia a 


Dee , Dgy  Öyxy (5.4) 
9y? 0x? 9x9y 


ún. kompatibilitási egyenletnek. Felhasználva a feszültségtenzor és a deformáció- 
tenzor közti ismert 


1 1 
0— gk RT 8, — pg(gy— ET) 


1 21-24) 


Yxy — G Txgy E Txgy 


összefüggéseket, és a feszültségeket (5.3)-mal kifejezve, kapjuk, hogy 
A AF -— 0. 


A síkbeli feszültségállapot tehát egy F biharmonikus függvénnyel, az ún. Arny-féle 
feszültségfüggvénnyel írható le, és ennek segítségével a feszültségeket az (5.3) képle- 
tekből nyerjük. 


Példák és feladatok 
8, Határozzuk meg az egységsugarú körben a biharmonikus egyenlet megoldását, ha 


ulr-i — sin Ű), 


ZEN 


Or I isi 


9.  " A o — 2 sugarú körben biharmo- 
nikus függvény kielégíti az 

9u sg . 
ulr-2 — sinÜ 4-4,  — — sin? — 0 x 

i Or lrs2 2 A v P 

peremfeltételeket. Határozzuk meg a 
függvény értékét az r— 1 sugarú kör : 
kerületén. 
19. Számítsuk ki a 66. ábrán fel- 
tüntetett síkjában koncentráltan terhelt 
len-ez feszültségfüggvényét. 66. ábra 
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[S 


N 


5. §. BIHARMONIKUSEGYENLET 


Útmutatás : Keressük a feszültségfüggvényt 


F — aWy) t xb) 
alakban, ahol az a(y) és 509 y-ban harmadfokú polinomok. 


67. ábra 


: 


y 
68. ábra 


P 


6y. ábra 


11. — Írjuk át a feszültségkomponenseket az 
BiRy-féle — feszültségfüggvénnyel kifejező 
egyenleteket polárkoordinátákra. 

Megoldás : Szimmetriaokokból elegendő 
a P(r, 0) pontra szorítkoznunk. Vezessük be 
ezen pont körül az (u, v) polárkoordináta-rend- 
szert az ábra szerint. Akkor a P pont derék- 
szögű, és polárkoordinátái közt a kapcsolat: 


r— [22 3 (v 4 ry, 


uz 
p — arctg —  , 


vb? 
A feszültségek a P pontban: 


s e(VE)  .L8F, LF 
r (02 ang TO? r or? 


0 (O?F 51 OF 7 106F 
e (0uDV] ang TT 90 Ftp" 


etet 57 (OF 
ú ÉS 1—v:-0 0r? 


12. Tekintsük a 68. ábrán feltüntetett fél- 
sík alakú lemezt. A koordináta-rendszer kez- 
dőpontjában hasson a lemezre P koncentrált 
erő. Határozzuk meg a feszültségfüggvényt, 
ha P az Y tengellyel tetszőleges a szöget 

zár be. 
Útmutatás : Keressük a feszültségfügg- 

vényt 
F-—-— —krPsino (5.5) 


alakban. Igazoljuk, hogy (5.5) valóban leírja 
a feszültségállapotot. A k állandót határozzuk 
meg abból a feltételből, hogy a c, feszültségek 
P irányú komponenseinek eredője — P-vel 
egyenlő. 
13. Határozzuk meg a 69. ábrán feltünte- 
tett ék alakú lemez feszültségfüggvényét. 
Útmutatás : Használjuk fel az előző fel- 
adatban meghatározott feszültségfüggvényt, 
és a k állandót határozzuk meg az ék alakú 
lemez adatainak megfelelően, 
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14. Tekintsük a 70. ábrán feltüntetett, az y — 0 félsíkon elhelyezkedő végtelen 
hosszú lemezt. Tegyük fel, hogy a lemez y — 0 oldalán az ábrán megadott (periodikus) 
terhelés oszlik el: a lernezre 2a távolságú szakaszonként hasson 2c hosszúságon egyen- 
letesen eloszló p, támaszerő, a perem többi részén hasson ellenkező irányú, egyen- 


Z 27 , a E c , 
letesen eloszló p erő. p és py tartsanak egyensúlyt, azaz pp —p . . Határozzuk 
c 


meg a lemez feszültségfüggvényét. 
Útmutatás : Szorzat alakban keresve, i 
a megoldás a következő alakú: "8 


1 
HEG azt (A, -- any B,) e7"" cos a, x, 
n Cn 


On mm 4 (5.6) 


15. Határozzuk meg a 71. ábrán feltün- 
tetett félsík alakú lemez feszültségállapotát, 
ha a lemez y — 0 oldalára az origótól -- c 
távolságra p egyenletes eloszlású terhelés 
hat. Számítsuk ki a c, feszültségértéket a 
lemez y — 0 oldalegyenesén. 

Útmutatás: A lemez y — 0 oldalára 
ható terhelést állítsuk elő 


00 c 


p(x) — z [005 x da cos G.A dA 


0 0 
(5.7) 


70, ábra 


FOURIER-integrál alakjában, és a feszültség- 
függvényt keressük a következő alakban: 


ri 
Pe Jaz (A HayB)e-gycosaxda. a 
0 


b. S8 o 
(5.8) 3 
ar 
c) Hajlított vékony lemez FSS s esszzenől 
Az (x,y) síkban elhelyezett (a lemez EGYETEK SERENRIN esssssszs E 
x és y irányú méreteihez képest kicsiny) u 


h vastagságú lemezt síkjára merőlegesen 
a(x, y) megoszló terheléssel vesszük 
igénybe. Akkor a lemez w(x, y) középsík- 
tának lehajlása a 


a(x, y) 
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71. ábra 


Eh? 
1 ú— a ,. E a lemez 
anyagának rugalmassági modulusa, v pedig a PoIssoN-szám., A peremfeltételek: 
ow 
ön 
B) megtámasztott lemez esetén w — 0, Aw — 0. 


inhomogén biharmonikus egyenletnek tesz eleget, ahol D — 


A) befogott lemez esetén a peremen w — 0, 


Példák és feladatok 


l6. — Határozzuk meg az ro(ra 5 1) sugarú kör alakú, peremén befogott lemez 
lehajlását a kör középpontjában, ha a lemez felületére ható erő sűrűsége állandó. 


Útmutatás : A lehajlásfüggvényt keressük 
wW -— Wi -- Ws (5.9) 
alakban. w,-et határozzuk meg úgy, hogy kielégítse a 


4 Aw— 5 


biharmonikus egyenletet, és w, biharmonikus. A mi esetünkben w, — Ar? alakú. 
17. Határozzuk meg az egységsugarú, peremén befogott körlemez lehajlását a 


1 IT jó , §. eg 99 LA 9 , 
lemez rg — 3! 9-7 koordinátájú pontjában, ha a lemezre ható erő sűrűsége: 


g(r, p) — 45 sin o. 
Útmutatás : A feladatot oldjuk meg a 15. feladat mintájára, és wj-et keressük 


w —arising 
alakban. 
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18. Számítsuk ki a peremén végig megtámasztott téglalap alakú lemez lehajlását, 
ha a terhelést a következő függvény írja le: 

— go sin — sin 

g si do a b , 
és határozzuk meg a maximális lehajlást. (a és b a téglalap oldalai.) 
Útmutatás : Keressük a lehajlásfüggvényt 
w — Csin E sin 5 
a b 


alakban, és igazoljuk, hogy C alkalmas megválasztása esetén w valóban megoldása 
a feladatnak. 


19. Határozzuk meg a szélein megtámasztott téglalap alakú lemez lehajlását, ha 
a terhelés csak az x koordinátától függ. 
A lehajlás differenciálegyenlete : 


AAw — E Pi 
a peremfeltételek: 
92 
w-0 és aa b ha x—0 vagy XEtÜ, 
(5.10) 
w- 0 száj: a; gib 
- es ay , 3y— TT 0 


A megoldást 
wW — w, 4 W; 
alakban keressük, ahol 
gi) 


4Aw, - "DD , 


és elégítse ki az (5.10) peremfeltételeket. Ekkor w, biharmonikus függvény, melyet 
olyan módon kell megválasztanunk, hogy w, és wa teljesítse a peremfeltételeket. 


Írjuk fel wo-t a következő sor alakjában: 


sző . MIX 
w, 7-9 Ym sin , mzz: 1 258 ves 
n-1 a 


ahol Y,, csak y függvénye. wa megfelel az (5.10) kikötéseknek, mert a sor minden tagja, 
hasonlóan az x szerinti második derivált is, eltűnik, ha x — 0 vagy x — a. Ezt a bihar- 
monikus differenciálegyenletbe helyettesítve : 


mt gt . mmnx 
7 fm] sin sz 
a 


09 mög, 
2 IR R2 yt 


m-1 
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A fenti egyenlet csak akkor slui x minden értékére, ha 


4 
ya. 9 d aze Y,.—-—0 m — ]1,2, . . . 


Ennek általános megoidása: 


en ES 4 By, HEGY hPa c ED, EE ch gét 


A lemez lehajlására a 


wv-micS 3 [An EE jaj Ag aj 
MmzI1 a a 
- DD) ÉP ch E Csh hSZ ] sin 


a 


kifejezést nyerjük. A, Bin: Cm Dm együtthatók a peremfeltételekből számíthatók ki. 
A probléma szimmetriája következtében w y-ban páros függvény, tehát C, — D, — 0. 


Am Bn állandók a w íx, vá 


2 


—-0 és w, b 5 — 0 kikötésekből nyernetők 


b : sé ői 
wlx, 5! FOURIER-sorának együtthatótiból. 


20. Határozzuk meg a peremen megtámasztott téglalap alakú lemez lehajlását, 
ha a terhelés egyenletes a lemez felületén, azaz g(x) — ag. Számítsuk ki a lemez 
maximális lehajlását. 

Útmutatás: a) Az előző feladatban definiált w, függvényt keressük § e, x 

per 

negyedfokú polinom alakban. i 
21; Számítsuk ki a peremén megtámasztott téglalap alakú lemez középpontjának 
lehajlását, ha a terhelés a következő eloszlású: 


— 1oX 
a 


6 


5 
Utmutatás :; wi-et keressük 5 C,x! ötödfokú polinom alakjában. 
íz 


EREDMÉNYTÁR 


1. §. Elsőrendű parciális differenciálegyenlet 


jen 


3. uk y—g [429 (82x— 59]. 


4 
ATC cos - 


7x 
4. — u(x.y) —— —6e ú 
(x.y 7 


3 
5. 9-5 kő] I 


fe aa T- (2-Hy)"—8 
nj2. 8 SE a ESET HÉÉ 


ei 


3 
u(x, y) zza V8kx. 
a) A kezdetiérték-feladat megoldása: 


]/ nőszsszásszni 
u — v3 V522 3- 3y2. 
b) Általános megoldás: 


1 ETET. 
9. — Általános megoldás: 
u — xsiny -- f(x sin y). 
Partikuláris megoldás: 
u — x sin ye 
Mlle 
10. — u(x,y) — a ői 


e 


11. —— Általános megoldás: 
u — [d 4 270). 


Kezdeti feladatot kielégítő partikuláris megoldás: 


u— x ny. 
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EZ. u(x, y) — arc cos (sin x — 2y). 
13. u(x, y) — 2e — 1. 

6 
14. u(x, y) — —————— -— 


6 xZy — 2x8 — Ve — 5) 
1 EEZESEENBÉSő 1 jszzzfestesásás dá 
17. aux — 51— 14114 464) - 9114 VIrékFHJT e z - 


§ Po— 0, 99—0 
18. — uty) — a [dv— 6 —(ő—2y) b] 


PP— ét, 99—t 
19. ul(x, y) — y. 
Pp5o—V, 99—1 
20. u(x, y) — 2]x — 3y]. 
Do—2 — 99— —6 
xy a b(y —1) 


la ÁR TETTEST ET TET 
b — 8 
Do — t, do — 8 
22. u — Ax - y. 
DPa— 2 99—2 
1 1 — p v [1-V1442-3y] 
23, u(x, y) — KN e ús 
1 
Po — —L[, d07 


25. — a) (xp-- u) — a. 
b) pg— ut, 
c) pg14-xptyg7- u. 
d) 2xpg—ug-l. 
ed ypa—upita7-0 
1 


sizszaa ék 2 
26. — a) úszó : 34 aie 
sé 1 
DJ ús zési 
158 2Vxy — a 


c) 1u—5[-y t V?— 7 . 
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2. §. Potenciálelmélet 


a) 
2. . A P pont szukcesszív invertálásával kapjuk: 
b? 
XI Esz d , 
a 
X2 am d EESZBES b ; 
od 
Xa — —— 
a jú a? , 
P, ERRRESEZÉTBŐ 
d 
Ákalánosan: 
Xon - d STT: $9py 
Xon-3-1 — 52n115s 
ahol s, az 
at 
§ 5 
d — - 2 
d a 
HA 
d Ft elt KA te 
d ös 


végtelen lánctört 2n-edik részlettörtje, míg S241 az 


j b? 
LEZÉGENEEE EE 
d — Té 
d — 5 
d a 
d "" 
végtelen lánctört 2mn -t 1-edik részlettörtje, 
A numerikus példa esetén: 
X1 s 0,40000, X2 ti 9,06250, 
xs — 0,44138, x, — 9,05344, 
x; — 0,44158, xs — 905842. 
lim xi — 04417, lim xon — 905542. 
1 00 ro 


4. a) Az elektromos teret az előző példához hasonlóan a g egyenesen elhelyezkedő 
g lineáris sűrűségű töltésből és a g egyenesnek az 5 síkra vonatkozó g" tükörképén 
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elhelyezkedő — a lineáris sűrűségű töl- 
tésből származtathatjuk. Most azonban 
a pontszerű töltés potenciálja helyére a 
vonalszerű töltés 


— 2glog e 


(72. ábra) logaritmikus potenciálja lép, 
Tehát a keresett potenciál: 


V—- — 2 g log (m — x)? -- rj/ 7 
4 2 glog[(n 3-2 ré sz 


(m-t xP hr 
5 (m—r nt 


b) A térerősség a vezető felületén: 


4mg 
E — — ——— , 
m? 2- r? 
Ebből a felületi töltés sűrűsége a síkon: 
E mg l 

mm — — s — —— —-——  — , 

:! dm go m 7 r 
c) A h oldalhosszúságú négyzet összes töltése: 
h[/2 
mgagh(C dr h 
vé Jaa ag harc tg5— . 
—hf2 


5. a) Képezzük a P pont- 
nak a vezető félsíkok 5) és S; 
síkjára vonatkozó P),, P,, Ps, ... 
tükörpontrendszerét (mutassuk 
meg, hogy ez a pontrend- 
szer §, és S, hajlásszöge 
E [kx— 2, 3, 4,...] lévén, a 
P pont S, és 5), síkokra vo- 
natkozó — tükörpontrendszeré 
vel egybeesik), továbbá az e 
töltés S, és S, síkokra vonat- 
kozó tükörtöltésrendszerét. Je- 
len esetben ez a pontrendszer 
csupán 2k számú különböző 
képpontot tartalmaz. A keresett 
potenciált az e töltés és a P,, 
D,, . . . , Poaxi1 pontokon elhe- 
lyezkedő ej, es, . . . fax. 1 töl- 
tések szolgáltatják. Ez nyil- 
vánvaló abból a tényből, 73. ábra 
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hogy mind az Sz, mind pedig az S, síkokra szimmetrikus pontokban egyező abszolút 
értékű, de ellenkező előjelű töltések vannak, 


Minthogy az e, illetve —e töltésű pontok koordinátái: 


[doc , dsin [ke] 


illetve 


aszjt sss E 
[docs[2n § — e] d sin jen . 7] ; 
a keresett potenciál: 


k—1 
v- s s 


ik dessa EG dea ajeT 


e 


. [k—dcos8$ 9 —dsin Bjt [7 


akol 


JT IT 
an — én7 -k gp, Bn — 917 — 9. 


b) A teret k — 2 esetén az áb- 
rán feltüntetett  töltésrendszerből 
származtatjuk, A töltésre ható erő 
vízszintes, illetve függőleges kom- 
ponense az ábra szerint: 


e? 1 cos pp 

E 4 [dőcoöp d j 
e, BE ] Me 
— ádlcozp TP]? 

illetve 

E — e? 1 sin p) 
y 4ldösinzp dj 
. JT A 74. ábra 
— aa sarg — sin P] - 


2 [dd 


6. — A megoldást az előző (5.) feladathoz hasonlóan itt is tükrözéssel kapjuk, azonban 
a 4. feladat mintájára a pontszerű töltés terének potenciálja helyett mindenütt az egye- 
nesen egyenletesen eloszló vonalszerű töltés terének logaritmikus potenciálja írandó. 
Tehát a keresett potenciál: 


zén — d cos B,)? -- (p — d sin 1 sin B)? 
v-a 5 log (x—dcosa 8 --(y—dsina) " 


ahol 
TT TT 
00— ént t ep lvtazászá ralgzik 


10 Parciális differenciál — 44231 — 
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8. 


MEGOLDÁSOK 


satu 7. — a) A P pont tükörképe az 
1 origóra vonatkozóan legyen P". 

A P és P" pontok, továbbá 
ezeknek a koordinátasíkokra vo- 
natkozó tükörképeik egy nyolc 
pontból álió rendszert alkotnak 
(75. ábra). Ezekbe a pontokba e, 
illetve —e töltéseket helyezünk 
el, mégpedig úgy, hogy tetszőle- 
ges két, valamely koordinátasíkra 
szimmetrikus pontban ellenkező 
előjelű töltések legyenek. Az így 
kapctt nyolc töltésből álló rend- 
szer vákuumbeli terének poten- 
ciálja szolgáltatja a keresett poten- 


E / 


N 
? 
I 
j 
j 
! 

t 
! 

] 

I 
! 

j 


[j 

38 j 

N I 
e kezsezestsék 

I 


TELÖ a edu san ösbueszs legs ciált: 
€ 
c see ee esel 
7 2) — -őtllált ká ezett ÉGNE S NESZE SENNENVKECT ET CENTET SEETTET HEKI VVNCCEEY SE 
vetekaazel si GED JT TYIT ETET 
Ész 
. s— 31 


b) Az ábrából könnyen kiolvashatók a töltésre ható erő egyes komponensei: 


szaz B zastálap azta szeszet ses iők 
(2rVEDAR (BFR (érFéjhk a[/ 


etf 
E,— 7 


je e? b b 4 b 1 
eelezeze ereit erat s] 
E. — e? c c A8 vele az 1 

Eg e FTETHT (érHt  érbjk e : 
A koszíinusztételből (76. ábra) 


ezt ses at at s 
SP — [dr — 2rdcosp]h, 5 att-mm esse] § 


A potenciál az § pontban: 


V(r, p) — 8 - 


e 
SP 
eges 1, 


gt 
zs elő tr — 2rdcosgj-— er - 2rd 605) 


s 


Ala 


A G gömbön, vagy is az r — a esetén a potenciál valóban zérus. 
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A gömb és a töltés 
által egymásra gyakorolt 
erő — kiszámításánál a 
gömböt pontszerű tölté- 
sekkel kíséreljük meg 
helyettesíteni. Mivel a 
sömbön levő töltései 
összege zérus (a göm- 
bön töltés csak influ- 
encia útján jön létre), 
továbbá a gömb felüle- 
tének ekvipotenciális fe- 
lületnek kell lennie, 
könnyen belátható, hogy 
a keletkező elektromos 76. ábra 
tér az eredeti e töltés- 
ből, továbbá a P", illetve O pontokban elhelyezett e, illetve —e töltésekből 
származtatható. 

A keresett erő: 


IG. — a) Legyen P,, Po, B, . . . a P pontnak az S, és S, síkokra vonatkozó, PI, PS" 
PS, . . . pedig az S, és S, síkokra vonatkozó tükörpontrendszere (77. ábra), hasonió- 
képp ej, €9, es, . . . az e töltés S, és S, síkokra vonatkozó, ej, es, ez, . . . pedig az S, 
és 54 síkokra vonatkozó tükörtöítésrendszere. 

Vizsgáljuk ezen két töltésrendszer elektromos terének potenciálját. Az egyes 
(P, P.), (By, P9), (Po, Ps), (B5, P9), . . . pontpárokban elhelyezett töltések terének az 
S. Sík külön-külön zérus potenciálú felülete, tehát, minthogy a fenti pontpárokban 
a két pontrendszer minden pontja szerepel, az 5) sík a két töltésrendszer terének zérus 


S S 
j ! j ú ! j 
? I t I 
l i f I 
( ! j j 
a . ] 
PR! j B a PR MENNEL 
prszzesszz és ; zenzeléo eses szszeb eszes 

; s [ 2 311 

jé j 
; ! I ; 
t j ] ! ; 
! ] ] j 
j J ] 
í j ! I 
i i h) Í 


em 
—— 


77. ábra 
10 
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potenciálú felülete. Hasonlóképp, a pontok (P, Pf), (P,, P.), (PS, P9), (Po, Bon, ... 
párba állításával kimutatható, hogy az S, sík is zérus potenciálú felülete a két töltés- 
rendszer terének. 

Tehát a keresett elektromos teret a két sík között a két töltésrendszer vákuumbeli 
tere szolgáltatja. 

Minthogy a páratlan indexű pontok abszcisszái: 


xsm2n1—d (nzsz sg szé 0152; 
a párosaké pedig (P — P) jelöléssel: 
x—2nitd (n—..., —2, —1,0, 1, 2,...), 


továbbá az előző pontokban —e, az utóbbiakban pedig e töltés foglal helyet, a keresett 
potenciál: 


S a teszt S ZÉŐ  egezez éseele dontod teát Se zÜTi 
Ver) 2. ([(x—2n1—d$--fTt [K—2nlrdy-t ET7A i 


b) Az e töltésre ható erő a töltésrendszerek töltései által az e töltésre ható erők 
eredője; 


Ea § — 8 e ke 
A slerz szi ET ESTT ÉR 
LÉ ] 
TA TEST [-d73-(n-- 1) pl i 


(Tekintettel arra, hogy az e-vel egyenlő előjelű töltések szimmetrikusan helyezkednek 
el az e töltésre, ezeket nem kell figyelembe venni.) 

11. A feladat megoldását az előző feladat analógiájára az ott alkalmazott tükrözési 
eljárással kaphatjuk meg azzal a különbséggel, hogy a pontszerű töltés terének poten- 
ciálja helyére az egyenesen egyenletesen 
eloszló töltés terének logaritmikus poten- 
ciálja kerül (I. a 4. feladatot). 

Tehát a megoldás: 


V(x, r) zt 


2 00 


— 2 (alog((k— 2nl-4 4? — 


— — 2glog[(x— 2n1— d? 4 r]j- 
(x — 2n1 7 d)" 3 r 
nös B R—ÖNI HETET" 


12. Legyen O), 05, Oz, . . . az 09 pont 
§S-re és G-re v-natkozó tükör-inverz pont- 
rendszere (8. ábra), ej, ea, €s, ... pedig 
az 09) pontban elhelyezett eg — aV, 
pontszerű töltés tükör-inverz töltésrend- 
78. ábra szere. 


94 


Eeen 
7 
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A keresett potenciált ezen töltésrendszer vákuumbeli terének potenciálja szolgál- 
tatja. Ez a következő módon látható be. A pontrendszer pontjait az (09, 05); (02, 05), ... 
párokba állítva, az egyes pontpárokban elhelyezett töltések az § síkon zérus potenciált 
adnak, míg az (0), 0.), (O5, 04), . . . pontpárokban elhelyezett töltések a G gömb 
felületén adnak zérus potenciált (I. a 3. feladatot), és ez utóbbi esetben fennmaradó 


jó .. ? .. 0. 4? e .g ? zá 
09 pontbeli eg töltés a gömbön az előírt - — W9 potenciált szolgáltatja. 
a 


A pontrendszer pontjainak abszcisszái: 


Og: Xn— td—s, (n — 0, 1, 2, . . .), 
Osi: Xn 5s dts (n 0.12 s) 
ahol s, az 
s — A diszün 
204—— E 
2d — ag" te 


végtelen lánctört n-edik részlettörtjét jelenti, és sa — 0. 


$ : 
s sál KÓ) z 
1" 94? ága aa 0.0... . 
2d 
A töítések nagysága: 
1 
az 0, pontban: es, — an 51 Sze eSn ég 
(n — ], 2) 3, ss); 


és 0j — —eg. 
Tehát a keresett potenciál: 


. 


€on de En 
vez [(6—d-4s)2er7gt  [44d-—-sj$rrjrí 
(Mutassuk meg, hogy 


V(x, r) — 


hm e, — (0, 


nNn— oo 


ba Con za 00). 


n-0 


13. Tekintsük az Og, Oz, ..., Ospa1 pontokban elhelyezett eg, ej, ..., €zpyi 
töltések (I. 12. feladat) terének V., . potenciálját Ez a V.. 1 potenciál az § síkon az 
előírt zérus értéket veszi fel. (Ez abból következik, hogy az S síkra szimmetrikus pon- 
tokban egyenlő abszolút értékű, de ellenkező előjelű töltések vannak.) 
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Másrészt az eg; é1, égy . s e, égp töltések a G gömbön az előírt V9 potenciált szolgál 
tatják, tehát V,,,, a G gömbön Csak a fennmaradó 2941 töltésnek megfelelő poten- 
ciállal tér el az előírt értéktől. Legyen az €gp-1 töltés potenciálja abszolút értékének 
maximuma a G gömbön M. Az előzőek szerint ez az M egyben a V, 2 pia potenciálnak 
az előírt peremértékektől való eltérése abszolút értékének maximuma is. A maximum- 
elvből következik, hogy a pontos V potenciálra 


IV — Vopya ic M 


az egész tartományban. 
A jelen feladatnál eg — 4 cm! g1: sec7?, továbbá 


4 4 4 4 


ej — —4, €2 — — €3 — — — , €4 — — Éz; — .09.. 
i 7 48 48" 
Az e; töltés potenciáljának abszolút értéke a G gömbön maximumát az A pontban 


(8. ábra) veszi fel, és ez a maximum: 
[1 


és 
és I 48 1 


MESE ga" ia dá 


ami kisebb az előírt A — 0,01 hibakorlátnál. Tehát a keresett közelítő képletet a V; 
potenciál adja: 
4 4 


57 TE-TEEST TERTEETTT 
4/7 4/7 
Tt IKZÖNSET ET" TeTéNnSEZET T 
4/48 4/48 


"TR — B TOSZE ETT TG FG TOBE E ETT 


14. Legyen P,, P,, P,, ...aP pontnak az 5-re és G-re vonatkozó tükör- inverz 
pontrendszere, P), PS, P3, . . . pedig a G-re és 5-re vonatkozó inverz-tükör pontrend- 
szere, továbbá e), es, es, . . . , illetve el, es, ez, . . . az e töltés megfelelő tükör-inverz, 
illetve inverz-tükör töltésrendszere. 

A töltéseznek a 12. feladatban alkalmazott párbaállítási módszerével könnyen 
belátható, hogy a keresett elektromos teret az e töltés és a két töltésrendszer együttes 
tere szolgáltatja. 

A kéopontok abszcisszái: 


P: d, DP, : —d, 
e 
Es h SES h-d h $19 D.: —f -- $19 
a? 
DP: h Sz KEN e shh — 59 Po: —h -t Sa 
9h — .— 
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Pa h — aa 3—— — h— Sz B, Ef Bag él 
FENÉK ZEN 
a 
9h — 
ú h 4 d 
illetve 
a" ; 
; a? B ; ; 
Ps Tá zszá ze zu — h — 5, P.: —h -r §2 
Dj tsz et 
jú h—- d 
at 
P:: h— sa -—h—s, Bo: —h-- sz ..s 
Üzvezs őszt 
a? 
9h — 
ú h — d 


Az egyes töltések nagysága a 12. feladathoz hasonlóan (most s, és s. jelentése más, 
mint a 12. feladatban): 


€g — €, €1 — —6€, 
1 1 ús zi 
MAR an TS ESEÉn E bena S en S15Sz een ém (n — 1,2, 3, . . .), 
illetve 
4 Ezt 4 , , , —. 4, 7, 4 e zr , ses c 
feni 7 — Szet Sn e €an 7 515205 — — égni Út k Zbrússsjs 


Tehát a keresett potenciál: 


kezd 


VX) 2 


n-0 


15 
n-0 


€on fon 


TERE FAT TEKÉGJTT a j; 


am an 
[—h--s9)2--ér [€-4h— sz) j í 


ahol $0 - 0. 


15. A P pontnak a G, és G, gömbökre vonatkozó inverz pontrendszere legyen 
P,, P,, P,, . . . (4. ábra). A P pontban elhelyezett ey — a Vg pontszerű töltés G, és 
G, gömbökre vonatkozó inverz töltésrendszere legyen ej, €9, eg, . . . . 

A 12. feladat mintájára a pontrendszer pontjainak megfelelő párokba való állí- 
tásával kimutatható, hogy a keresett elektromos tér a P pontbeli eg töltésből és az 
15 Xo; Oz, . . . töltésrendszerből származtatható. 


A pontsorozat pontjainak abszcisszái (P — P, jelöléssel: 


ia Xan Ez. d HR San) Poggás X2n-ri nni S9r11-1 (n KN 0, 1, 2, .. 2); 
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akol s, az 


MIS Szanyi ű 


b? 


végtelen lánctört 2n 3- 1-edik részlettörtje. 
A töltések nagysága: 


fon — ara 51 52 53 54 a. S9n-1 Son " €0 (n — I, 2, 3, . . .), 


€onyi — — on pri $0S2Sz5S4-..Sznyi "eg (7 — 0, 1, 2, . . .). 


Tehát a keresett potenciál: 


Sa seestsz SM szeaszetg dzazeáei EÜ zaszzszall 
DN TEZTE E FETK Tt 


16. A potenciál az x 5 0 féltérben (dielektromos állandó e;) 


V. — Ge 
:  ej[(x — aj; a ezret e [(x - e[(x gr rjri 
Az x a 0 féltérben (dielektromos állandó €9): 
Ve éke 


A határfeltételek az x — 0 síkon: 


9V ay 
ÉL zt s 
1 9x : ax ? 
dr Or 


Ide behelyettesítve V, és V. fenti értékét, a következő egyenletrendszert kapjuk 
0. -- B — ], 


€, B — €5 0 — €4, 


2. §. a) 15—17. 1523 


Innen 
€2 — €1 2e1 


OO — , S — . 
€2 -t €1 €1-t €2 


17. A potenciál a henger külsejében ír 5 a): 


V, — —glog e — ag log 0" — Balogr, 


19. ábra 


a henger belsejében (7 c aj: 
V27 — yglogg, 


ahol 
o—r3d—-2rdcosg, 
és 
as a? 
LÁESESSENÉE ÉT ) MEL A nt Vis a 
09 —r ta 2r a cos p. 
Az r — a hengerfelületen a következő feltételeknek kell teljesülnie: 
ov, 9V, 
ú TH ÉT 
és 
op 09 


Behelyettesítés után, egyszerűsítve, a megfelelő tagok egyenlővé tétele után a következő 
egyenletrendszert kapjuk: 
1 - G —— Y; 


e 
1tar28-fy, 
1 


d? d?) ez 
1-Hay 18145 sét 
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Innen 
€1 kEzz €3 
t1-t 8; 
B —2—(— —a) 
Hú Egptzi , 
€2 Tt €1 
21 
ésa . 
£1 -t 82 


18. A P pont S, és Sa, illetve S, és S, síkokra vonatkozó tükörpontrendszerei 
egyesített halmazának pontjait jelöljük ..., P ., P 1, Py, P,, ...-vel, és legyen 
P, — P. Ekkor a B, pont x, abszcisszája: 


xa —2nl-3(—1)d. 


Az ey állandójú dielektrikumban a potenciált a P, (n — . . . , —2, —1, 0, 1, 2, . . .) 
pontokban elhelyezkedő a,e (n — . . . , —2, —1, 0, 1, 2, . . .) töltésekből, az e, állan- 
dójú dielektrikumban a P, (n — 0, —1, —2,...) pontokban elhelyezkedő 8.e 
(n — 0, — 1, —2, . . .) töltésekből, az es állandójú dielektrikumban pedig a P, (n — 
— (, 1, 2, . . ) pontokban elhelyezkedő y,e (n — 0, 1, 2, .. .) töltésekből származ- 
tatjuk. 


Tehát 
400 An e 
VE e Ej 
V, E Ba e 


Pt (x — x,)? - je 


ss ER 
ETESŐT TETT 
Ezekre a következő feltételeknek kell teljesülnie : 
ov,  9V, 9V, 9V, 


aj gp ge etág AS 
9V, OV, IZÉ ZAR 
Csal al ll saga rel s ias ő 


Ide behelyettesítve a potenciálokat, a megfelelő tagok összevonása után a következő 
végtelen egyenletrendszert kapjuk: 
aA] e. Xn) -- 8 ni1 (l ező Xs s B-na-1 (/ isi X.n41) ; (n st ], 2, 3, Ney. ) 


, e1(an HA ny) — 82P nai 
és 


0. (—] — x) a , 1(—1—x ).1 — Yy(—1— x,) 
e1(On -- a. n-1) — €9Yn 


Innen az ismeretlen együtthatók szukcesszíve kiszámíthatók. 


(012. szája 


2. §. a) 17—b) 16. 155 
b) 
1 1 
B G(x, y; XorYo) — log — log ma? 


ahol r az (x, y) pontnak az (xo, yo) ponttól mért távolsága, r?! pedig az (x, y) pontnak 
az (xo, yo) pont x tengelyre vonatkozó tükörképétől mért távolsága : 


r— Vx—x92 49 —y92, rt—VR— xy? . 


l 1 
G(x, y..Z; XoYo2)— Ta: 


ahol 


r — V(x— xg92- (y — vk (z — ző,  rt— [x — 392 (y— 992 (24 ző 
3, 


1 1 
G(x, y; Xo: Vo) — log ze tsz log ett log 


ahol r az (x,y) és az (xo, yo) pontok távolsága, rt az (x,y) pont és az (xo, yo) pont 
körre vonatkozó inverz pontjának távolsága, a pedig az (Xxo, yo) pontnak a kör centru- 
mától mért távolsága. 


1 
4. G(x, y, Z; Xg Vor 2) ———— — , 


ahol r az (x, y, 2) és az (Xg; Vo 29) pontok távolsága, r?" az (x, y, 2) pont és az (xo, Yo: 20) 
pont gömbre vonatkozó inverz pontjának távolsága, a pedig az (Xxg; Vo; 29) pontnak a 
gömb centrumától mért távolsága. 


oo fpoo 
sz Ta] en sza ee LKR ses 
1 aba 9— 2 ) [SE Z SZETA 
8 u(x 29) — 38 ( ) massamszztez at za ez OSZT 2 ez nk na df 
I rém 00 ame J) ET T(x — xy — yo E(z—zgje TR 9 


x?34y iz szg? 
(Ez az ún. térbeli POoISSON-integrál.,) 


ő. föséjeses (x,y) Lt lő ds 
 Nny9— ggg] ETETETT Ör 


xy sg 
(Ez az ún. síkbeli PoIssoN-integrál.) 
10. Feladatunk DIRICHLET-probléma megoldását követeli az egységgömb bel- 
sejében. A DIRICHLET-feladat megoldását ebben az esetben a térbeli POISSON- 
integrál (lásd a 8. feladatot) adja, melybe az ux — or határfüggvényt helyettesítjük. 
2 


a? — 0 Ta 
; 78 Üxyz 


up) — 4áma 


2:xy --2Z"-a? 
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a a gömb sugara, esetünkben egy: 


az 1 
r -. PO és o — OP. 
Derékszögű koordináta-rendszerünkben úgy helyezzük el a gömböt, hogy a 
P potenciálpont a z tengelyen legyen. Polárkoordináta-rendszerben számoljuk ki az 


integrál értékét, mert gömbtartomány esetében ez a legcélszerűbb. Gömbkoordináta- 
rendszerben a gömb: felületelem : 


df — R? sin 0 dd do, 


ahol R a gömb sugara. Az integrálást p-ben a0Sp2 27 és 0-bana0ssÜ Sr inter- 
valiumban kell elvégezni. Mint az ábrából leolvasható, a koszinusztétel segítségével 
könnyen felírható r értéke a polárkoordináta-rendszerben: 


r —(13-0? —29 cos 04, 
ahol o — OP. A fenti kifejezéseket felhasználva: 


2n a 

sin Ü 
sz zet tlsszéssz tó 
1 -- 0? — 29 cos í ű 


1 — 9? 1 1 — g2 


174y?-4-ztel 


adódik, mivel R — a — 1. 
Az integrandus p-től független, s így a kettős integrál egyszerűen két integrál 
szorzatára bontható : 


I 


2n 

1 — e? sin Ü 

MEN ES az Je Tre Té -gpcosi 
0 0 


Az első integrál értékét azonnal beírhatjuk, majd a második integrált számítjuk kis 


2 
u(P) - — CÉ a2aJ— — B aJ, 
akol 
B SA d az I (1 -t- 9? — 20 cos Ú) ]o 
[rzés set ú sali 


Behelyettesítve a határokat: 
1 bass E Eő 
mbe éseit 2 szaga sz E igs ze 
J — 5 Mog 1 4 92 — log (1— 92) — — ge: 
J értékét u(P)-be helyettesítve, E KGÁ 


be 
— e 


la — 


s D-vel az (Xo, Va, Za) potenciálpontot, 0O-val pedig az (x,y, 2) futó pontot jelöljük. 
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11. A DIRICHLET-feladat megoldását keressük az egységgömb belsejébe eső P 
pontban, ha a függvény értéke a peremen 


Up — 2r log o, 


ahol r — PO (0 felületi pont). A Porssown-integrál felhasználásával feladatunk 
megoldása: 


2 


a? — e 2r5 log p 
————— df. 
4 ma r ] 
x ty 3273—a" 
Egységgömbön számolunk, tehát a — 1. 9 értékét P koordinátáiból számítjuk, mert 
o — OP. Így tehát 


JV 1 1 1 5 
e fevz Egg 


r viszont a koszinusztétel segítségével: 


u(P) — 


1 
r — (a? 3- 02 — 29 cos 0) — 78 (61 — 60 cos 0) 4, 


A gömbre való integrálást polárkoordinátákban végezzük el; 
df — R? sin 0 dd do — sin 0 dd do, 
így 


2n a 


1 25 
86 1] a 
KEK ZT 0 0 36 


A kettős integrált két integrál szorzatára bonthatjuk, egyben az állandót egyszerűbö 
alakban írjuk: 


(61 — 60 cos 9) sin ő log p dd do. 


2n érd 


11 . h 5 dee 
u(P) — 57 801) 92? dp je sin Ü di — [60 cos Ü sin Ü 0] Es 
0 0 0 


11 
— 33 he — J9- 


Számítsuk most ki a J, értékeket. 


2an 
h— [dogpdp—[p (ogy — DI — 2r (log 2 — 1. 
[9 


Ja—J6lsin 0 dö — 122. 
Ó 


An 


J:—- 00 j cos V sin 0 dd. 


0 
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cosÚsin Vt ——sin 2? 


DD] —M 


szögfüggvény-összefüggést felhasználva: 


60 r 
Ja— 7) sin 2ő dő — 0. 
0 


Ix-kat a keresett összefüggésbe helyettesítve: 


u(P) — 2m (log 27 — 1) 122 — 0,868. 


2 EG 
12. A gömbre vonatkozó PoIssoN-integrálba megfelelő értékeket helyettesítünk: 


— pe u 
utb) — késés ds dt 


F 


Esetünkben a — 5, up — Dr sin (E —. j és 0— [0-F-9-t 7— 4. A gömbön 
integrálva polárkoordináták szerint, a felületelem: 


df —: 25 sin 0 dő do, 
és 

r — (41 -- 40 cos 0y.4. 
Így tehát 


. 19 . 
9.95 őrsin [§— 0] sin ő ; 
Mégy gar SELKEB 


. 1p öl en ztés 
Si 1— — VI SID V 
9 . 25 " (2 
sa a ez ed en  Z 3 1) 
ll ar Ta Ji TENHSSET Esze utál a 


0 0 


A szögfüggvény-összegképlet segítségével a kettős integrált két integrál szorzatára 
vezethetjük vissza. 


sin 


p sa sző p 7 p 58 
2-9 — sin 5 cos Ü COS 5 sin Ü, 


2. §. b) 11—12. 159 


tehát 


2dn a 


sin p cos Ü sin Ü — cos T sin Ü 

(P) — 9.25 2 vatttttltl déd 

úi 4n ). 41 — 40 cosÜ st 
0 0 


Integrálunkat két integrál összegére bontjuk fel: 


2n a Znt 


y . 25 . p — cosÜsínü p sin? b 
MSZT 1. jsn ő dal c ádeosü ] fess; d 1T— 40 cosú "AT úi 


00 00 


9 : 25 
-— 11— JJ. 


J-k értékét egyenként számítjuk kit. 


fels cos Ú sin 0 
ze ESZT éz SHÉSESRS 0 a ts 
Ja az. 2 41] — 40 cos ú ; dé dp, 


Két integrál szorzatára bontva: 


2n a 


E MZTÉBÉ 1) cos Ü sin Ü 
Ja — J sin 2 d 77 — dő cos 
0 


0 


Az első integrálást elvégezzük, a második számlálójába pedig helyettesítsünk 
y — cos 0-t. Ekkor, mivel sin? — [1 — cosz— /1—9y?, és Ü — arccosy, így 


dy 
dd — — -—— 7  , tehát 
h-s 
-1 1 
Ses 2lcos£[/ J ESTE gé já d 
Ja —21Jawi—-ayyizg 4 leső jú 


Parciáltis integrálással végül 


Te 5 9 ja 108 (41 — úgy) [/ 


Ai 
adódik. Helyettesítve a határokat: 
41 


Számítsuk most /.-t. 


2n m 


5 [ p sin? 0 
J—[ oső 411— 200050" 19 


00 
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Két integrál szorzataként írva: 


2n 
sin Ü 
Ja jú 4 — 40 cos Ü tási ú 


mert az első integrál értéke zérus. 
A keresett megoldás tehát: 


25 
u(P) — sdkbei ET a pi 108 81] — — — 8.04, 


13. A feladat megoldását a síkbeli PoISsoN-integrál adja: 


2n 
0? — a? tgÜ 
P) — EG tzzlsález sz SEL szekta 
AB) 27 ESZ ESZTEET 
0 


. ! 1 szi s? Ü 
a — 1-gyet helyettesítünk, és felhasználjuk, hogy tg Ü — — ; 


VI — cos? ő 
AS J (i (1 -- e? — 29 cos 0) cos Ü 4 


Vezessük be a cos Ü — y új szlságk akkor 


0 — arccosy, dü — — sza 
V1i— gy 


hé 


41 : 
v.JANRESE szt nal 2. 
Kedzg Ebt ölel a sEMLEP ga sál. d 


im Jare—2enyli—-z 7 Jyúr$—2esi 


Elvégezve az integrálást: 
9-1 1 13 07 — 2oyTtT! 
ap) — e [- TI 53198 e . 


Helyettesítve a határokat: 


u(P) — 


14. Féltérre vonatkozó DIRICHLET-feladatot kell megoldanunk. A megoldás- 


képlet; 
—. 20 [[8F 
up) — 95 [ad 
EF 


2. §. b) 13—14. 161 


Feladatunkban az 


, ha O€T. 


Za — 6, és r — [(x — 2)? -- (y — 4)? -- (z — 092]54, a z — 5 síkon, ahol integrálunk, 
az r-ben z — 5-öt kell helyettesítenünk. Az integrálást az x változó szerint a (0, 3), 
az y szerint a (2, 5) intervallumban kell elvégezni. Tehát 


5 8 


x—2 1 
0-5 -NTGZATTEZ OTT 2] 9 


2 0 


e. , ? l bed 9... 99 e .. 
A belső integrálból 7 -t kiemeljük, s a belső integrálást elvégezzük: 


3 (1 szél 3 
9-r1t—gro—gzirr] 2 


2 


A határokat is behelyettesítjük: 


3 (1 —-—1 1 
ALÓ aó zzz omai Kocúl Eg 7 TC RTUBC SET ENELBŐET 7 EBBE? TENGERT TE LYEN A 
ss mi heal 0—g Tejet IATTSTT] ú 
2 
A nevezőkben a lehetséges összevonást elvégezzük, és két integrál összegére bontjuk 
a kapott eredményt: 
1 1 3 "1 1 
ü PB 1 LESg Te FO a , aj d e 
vess [7 02 — 8419 95] j D2—8yF2ITR Ő. 
2 


Sorozatos parciális integrálással kapjuk, hogy 


(p — 3(11V—87-418  24V32—8y418 
eg By 
174 0 —8 4 18 — [18 V37 — SEBD 
18 V18 ű V18 y 2 
KA e 24 Vg? — 89 F2 
" 42 y 21 y 
71. —8y - 21 — [21 [ő VEZESSE 
21 V21 ű "V21y I 2 


11 Parciális differenciál — 44231 — 
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2 
1 . 
CSESSÉNÉSSEKEZEE 
5 Tt ala — g) 


15. — u(—mn/2, x/2) — —3 A log sZ — € jég 5 - b — ( 7 £ arc tg 3) A 


ahol A — 


0 


3. §. Hővezetés 


2Vat 
3. — Víx,2) — Va él nzl ll Va Vá J e". 


a 
4. 150— a Vt ess [01-22], 


o 


W(x, t) — a [de [169 sina xsina x! e-ga da, 


0 


5. Vt) r-J ert dé J Í 6 RÉ. zött Tar] e—e do, 


a 0? 


x-t-é 
2Vat 


6. A keresett pont xg abszcisszája az 


egyenletből: 


2Vat 


7. V(x, $) — 1 — 7 e" da. 
Va 


tési . NI HU 
8.  VG,d— Pasn—xre " , 
ri—1 
ahol 


Z 
1985 Tr] ésin-T é dé — Ég I)rt1 
0 


2. §. d) 15—3. §. 165. 


2n--1 
00. 1 za sA Gear u a) 1 
9, V(x, t) — E s a sin (2n -- 1) TX 
3 ú8 R 
10. . V(r,t$) — 32 ——— r" f(r") sin is si "e 


R 


S1un— sin un cosun TR 


ahol u, (n — 1, 2, . . .) a 


egyenlet gyökeit jelenti. 


R 
II. Vr) 7R 92 sellő at [4 fe) sin kor" dr": Fizet : 
0 
ahol 
nm 
k,, TR 


r fr) Jolanr) dr" 
n£1 [Jó(an R) B 


Dem hgy 


a 8 
Jo(anr) e 98 ; 


Jo(aR) — 0 
egyenlet gyökeit jelenti. 


(V., — V,) log r 7- V, log R, — V, log Ki 
13. Vg) —02- I vO8T TT "1708/(2— V2l08 AK 
i w) log R, — log R, 
R 
8 [Tf Joan?) dr 
14 VWGges YE e fe 


R2 si — [J(anR)P 
ahol a, a 
Jol(a R) — 0 
egyenlet gyökeit jelenti. 


15. VGy2D-VtV-V 22 


Im: 
TT 


An 44; C0s inge 


z 
" COS [Um T. " COS [44 Re e 
118 


at 


163 


ga (nld-b kind 3 --zazk5) 


8 
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ahol 
1 
Ra fi TR aA Hi ; 
A; — (—nira 2 
Bi ő 
zi i — n, m, l, 
R . 
— — j — 1, 2, 3), 


pr NN SEN 
16. V(x, y) — z [160 2 sin nx sin nx" dx" ": e7ny, 
nz 
0 


18. V(x, 9) — V, et gy ZT J 
19. — V(x,8) — V, 4 (WV — V;) erf Era ; 
av gya Les - 
20. V9— Vet 5 Vat rz dai — gyz elga][ 
21. V(x, t) — V, 3- (V. — V,) erte Éreri — ellzt Hal erfc TET —  - HVa tt ) 
2Va 2 


09 x at 
22. V(x, $)) — V. 1 (Vg — V.) 2 An cos En REZp [a FE) , 


2 JT 
4A4——(—DEH, Hm (20— 1) z 
Lé ( 


2.342 
23. VtrdD—Vá2 MS 


3 2 at 
HR o s ( — HAT TER Hn Rez [a FE)[ 


(zi 
Un7nd7, 
24. V(x, t) czrázi V, 4 (V, ez V9) 1 Iz 


ses 2 sin u, x 3. 
— Eg Tsa, egg 095 nep ( Pn Ra ; 


8. §. 16—27. 165 
ahol u, a következő egyenlet gyökeit jelenti: 


] 
il allat SE at 


ax] 


j jea nú 
25. VI) — Va bt— ez ÍR Pet 


sze x at 
ep ei COS ln p €XP [e Fe) ; 


2 sin u j 
Un - SIN [n COS [dna " 


A, — 


En a következő egyenlet gyökeit jelenti: 


cíg u sz HR e 


COS osz 
26. — V(x, 2) — V4 3 (V4 — V.)41— ——- e-t 
cs [// REV ése /E 


pa sző cos ex 
na - a un Hap Pp En 3-- E 
k R? 
A, — 2 sin Un 


Hn sin Hp COS Hp? 


és un a következő egyenlet gyökeit jelenti: 


hi 
cíg u — HR B 


1 ss Meg x Ve 
27. V(x, 1) — V-t 1 —v)[e Vas erfc bér Ji ze] -6 


2 Vész " erte [7 TT -. zi 5; 
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jee 

ch XT 9 

28. — V(x, 2) — V, 1 (V, — V.) H———  — S( TELLEG TT TK 
n/akR rő al a 
aa ÜL 


RYat 
cos in fg exp [— wa 3 HÁZ kk) Jr] , 


IT 
Hn-0n— Dzs 


KN R sin Un. ji 
29. V(r, 2) s V, - (V, Te VI) 2 Tr jö . exp hu ma , 
Hn7na. 
aRl3at 38R— őre 
30. Vír, : A - V, -4 — Wa áj — 10 R 


Rsin un 5 
oz tettél Se [ :2ú)] 

nal Ul COS [4p T Ben ük R? ) [/ 
ahol u, jelenti a 


egyenlet gyökeit. 


31. Vír,9) —V, 4 (VW— VI) 


Rsin u d 
1 s A, ESR exp [- 1 ke fa) ; 


9 . HERE 2(sin En — En c05 En) 
" En — Sin Up COS Up 
ahol u, a 
sved e es 
SES -AHR—I 
egyenlet gyökeit jelenti, 


32. — Vír,) — V.3$(V,—V.) 2 A, Jo Un 
ns 


r 2at 
R exp —EnpRz , 
2 


A. — ——— 
"En J(un) ú 


83. §. 28—40. 167 


ahol a u, számok a 


Jn) 7-0 
egyenlet gyökeit jelentik. 
aR i rt 
33. Vd—-V4T 2 Ez — z[1- 2 Fa) is 


590 2 r at 
— ej [e R] di rip) ( 


Ju) —0 


ahol! a u, számok a 


egyenlet gyöket. 


34. Vr, t) — V, t (V. — V.) 1 25 34 ap 


! 3-Ji 
exp —FnpRz , 


ahol 
A a ee DJ) 
7 En Jó(un) 4 Run) 17 
ÉS Un a 
JO) 1 
Ju) HR? 


egyenlet gyökeitt jelenti. 
b R? jat 


2 r? 
35. Vr, — Vol] F- ú; mé sallbtáe] e] 
S 4, r a 
-k 2 uz Je [en R] exp [ra] JJ ; 
A 2 HR 
ne Jun) To(un) [43 -- - (HRY2] 


ÉS U a 
Joly) enn 1 93 
Jimy HR 
egyenlet ES jelenti. 
1 
38. W(t)) — — —, 
fz Vt 
sz [o 
39. we — PET e §jcos peng ax sin a xch 5-Xx 
x [2 4 
0 
D 
40. W-(2) S —] e 
KVaz 
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KVn 
wyp—-— 2 , 
JT 
Es 
1K 
H, 1.— AT 
v0--fegyőrhag ea, 
AK 
Vr Vr 
Y9t 
W(2) — — Ho E JIS 7" kt MERBI As CHE ze dx ev" 4 
Vali34-vák?ő 0" 1Ev2EK? Te 
0 
VT 
AK 
HI e— 2 
T KATIJAEKI " 15) z dx je 
T co nt 
W-(2) z- Vo Bi d- Vo 1 ba e KB 
Vn 2KI VaikilZi 
u Vat 
Va V - 2 ; fi 
klázíTe Kg — ctgK 1 Vy -- v e" dx he7vt —e 
"a 
V.nh e . e 
Er pas eri Ket 
KB 
V. Í 00 ei) s 
szg alOs Én KIT 
HEAKISSZ Vz K 12 " j 
Vai 
VI 
wo - eg ex y; Tz úl ae - 
18 (135) ze 
V. Ja ee íz Tt 5) KET 
KSE AZ § E 2 
n 3 —i mg 
3 2 
K? [ 
1 D 1 De -f 
W(2) — — —— segeszszjűéssesz 4 
(2) Va TE KiZ, e 


169 


3. §. 41—54 
1 DVy vA je 
— 2 e 
50. — W(2) — — egKIVy—- [e FT aaáárőt 
2 ] 
Va Vr. 
.LDES fo Sk 
Va KÜ 2 úÚ n2 m2 e 
I Y-REB 
fs ES 
51. WO—-—— ve KB, 
8 Vir Ki 
Vat 


ex dx e7vt 


sss Rexi Tr 


52. — W(2) — — — 
V 2 
: 2 142 
1 D n2 ös (z -- 5) e (nr) n3 
MZY stéget ba a s KET 
Vx KE ni rk 18 
ETET 
ve 
. KA t 
1 H 1 H 3 2 .. 4 KR 
53. W(2) — — 97 -e ÉSÉT see 1 rra ki dx e -4- 
di "KA (1 jú Ve) 
ni 
1 H 1 A 9 KI : n:a3 
Fi Gi —— 1 — n TT — je dx Ke 
Va KI női 132 l Ve JJ 
Vr 
1 9 KA t 
54. W)—-—— —— —— haz fezoj] 7 
Vai 
1--FKAlveteKkIV[y 2 (az úg szú 


13 y K?)? Vr 
; 0 


— HI (ANT — ag KN , 
1-Hy.K2)Z 


2 Vr 
Hoe! 2 9 KI tá 
Iököllte a ki KE 
KB "na AZ e0zBA 77)" d ) 
K?p j! pp" 0 
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KA t 
55.  — W(2) — — ő zesszzzksegzáz ói -k sé ee dxleő 
7 ap Te 
ÚgA 1 ae Tr) 010 
ebe 


ga. e 


e z PT NENNNNEK TC TYNE ÉRT ENSNNN n -- 5]" r7J ez áz] e KT 
Va KI5 tap ][243] g2 t 55] Ve 


ve 
1 H 9 .. ss 
56. w9--t—— esz ter [/78]77 - 
Vz KAÜ-FYKED[14€ 7) Va) 


. HV3 [KAVy- ek 7 1—KNTEKÜTE 2 (ege 
2yz TE KEA I pRyKA Vr ez dxle?, 
0 
2 — 
57. U(t) — TE 5; —a tar a] állj erfc(—p, Vt ) — 


— [pej ertene VE), 


ahol p, és pa az a p? t- Cp 3- B a — 0 egyenlet gyökei, és feltesszük, hogy p, — pa. 


a:xe 
" 4(t—) 


V(x, t) — 


1 
e 
Vt—r 
a 


W(r) dr , 


3. §. 55—59. [71 


ahol 
. 20 C 


KÁLÁRÉTITETN 


ja es erfc ( —pi Vt ) — Pe e" eríc ( — Po Vt ) ; 


és 


erfc(x) — je dt. 


xT 


58.  U( — ei -k TEVT-t 7 e" erfc(—p, Vt) 4 


MB 204 e" erfe ( — peVe) , 
9T 


V 


ahol p, és pa, az AaptACp1 Ba 0 egyenlet gyökei, melyekről feltesszük, 
hogy különbözőek, és 


1 a C j 1 a C 
0.2. 5 EZEZEE —5Í; da Ez —— il a 
; SETA ÜLÉ j; JET BE 
V(x, 2) kifejezésében most 
A 9C 2 pit za 
W(2) — 0 CC — 3. — S —— 1 — e " erfc( — t ) — 
M-VC5 tagra] ez erfel-n VE) 


EB Ta e" erfe(—p, ve 


2 vő ) 
ése ő 7] dx -k at e7rt 4 
Vr, ú 


20 


HETE 


aze" erfe (— pi. Vt) 4 aze" erfe(—p, Ve) ; 


CO(B Vé a 
v0- ére mejegtejena 
Vr ty Vr; öz 


4 Jós ertelem VT) Bee erte (pe VE), 
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ahol 
C : ah 2) 
B EYES E 
d1— Tr? Om mM 
1 AN 2 7 F 
a, VK PR(C-Fap)  ,  W-EPJ(CH ap) 
(P1—P2dN ú sösl (Ds. — —ppN , 
B 
YO A 
bi AN? Bb2——gye ? 
(Pi — DJ) N " § (Do P)N 8 
BV C2 
N—( st) ty- s 


Pi és pa a következő egyenlet egymástól különbözőnek feltételezett gyökeig 
Aap:" -ACp-7-Ba — 0, 


4. §. Lengéstan 
a) 
2. a) A húr befogott volta miatt kell, hogy 
u(0, £) — 0, (da. 35) 
u(8, 9) —0 (da. 36) 
legyen. A kezdeti feltételek (20. ábra) 


] 
— X, ha Osxs 4, 


u(x, 0) — f(x) — ; (4a. 37) 


és mivel a kezdeti sebesség zérus, 

I 9u i 
—— — 0 (4a. 98) 
ot éb 


b) Az l. példa eredményeit alkalmazva, a peremfeltételeknek eleget tevő megoldás- 
függvény: 


tr, (4a. 39) 


u(x, 1) — 52 sin s x [D. cos 


JT . va 
Ze . 8 észbe 


8 


ahol a kezdeti feltételeket a D, és E, állandók megfelelő választásával elégítjük ki. 
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A (4.37) feltétel kielégítése végett az f(x) függvényt páratlan FOURIER-sorba 
kell fejtenünk a (0,8) intervallumon. Az 1. példa (4a. 18) képletének felhasználásával; 


8 
isi . VIT 
9 ha e — z [09 sin — x dx. 


Ez az integrál f(x) jellege miatt két EEKSS számítandó: 
4 


De a rsn dr; 54 1xt2jsin 7 8 Tt xdx. 
0 


Az integrálás elvégzése után 
4.92 v--1 
716 (—1) 2 , ha v páratlan szám, (4a. 40) 
0 NO, ha v páros szám 
adódik. A (4a. 38) feltétel miatt az összes E, együttható zérus: 
E,  I0 (v — 1, 2, . . .). (4a. 41) 
Ezzel a keresett állandókat meghatároztuk. 


A (da. 40) és (4a. 41) formuláknak a (da. 39) összefüggésbe való visszahelyettesí- 
tésével a szóban forgó rezgési jelenséget híven leíró függvényre jutunk; 


g vt1 


u(x,t 12. sei ÖSS ESEL É da. 42 
( ? A ) sets (v ja ) sin g Xx CO 8 ( ) 
us 


4. a) A húr befogott vége mindenkor nyugalomban marad, ezért 

u(0, $) — 0. (da. 43) 
Az x — ! helyre vonatkozó peremfeltételhez avval a meggondolással jutunk, hogy az 
m tömegre ható függőleges P—m ms erő két tényezőből, ti. a húr húzó- 
erejének függőleges komponenséből és a fellépő rugóerőkből tevődik össze. A húr 


9. 0. , 6) , [4 § 1 
T húzóerejének függőleges komponense T 3 , a rugóerő pedig — az j 
ez! xszl 
"Tehát a második peremfeltétel: 
91 a 
T-- va € a: ul, )) — m-— Hl (da. 44) 


Figyelembe véve, hogy u(x, ) égei tesz a rezgő húr differenciálegyenletének, (4a. 44) 
feltétel a 
9u . 1 921 
Bzlk szi Es dass ; 
GYákN a Aa t)— ma Bé (4a. 45) 
R xzsl izsai 
alakba is írható, 
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b) A megoldást szolgáltató u(x, t) függvény megkeresésének módja analóg az 
előző feladatokéval, 


u(x, 4) — p(x) : p(2). 
p(x) — A cosA x -- Bsin) x, 
v(t) —D cos ot 3- Esin ot, 
3 


2 
0) ; A 
ahol A? — o 4? tetszőleges állandó. 


(da. 43) miatt 
p(0) — A — 0, 


p(x) — Bsin) x, 
(da. 45) figyelembevételével, a 
1 
T90—ze0 — mag) 


feltételi egyenletre jutunk, illetve a p(l), p" (1) és p""(1) függvényértékek helyettesítése, 
B-vel történő egyszerűsítés után kapjuk, hogy 


TA estig hé — m a? 4? sin T, 


CG 
amiből rendezés után a A, sajátértékek meghatározására a 
TA 
tg A ] — —— ——— 
a — ma?k? 


transzcendens egyenletet nyerjük. 
Feladatunk az w, sajátfírekvenciák meghatározása, 


behelyettesítéssel írjuk át a A, értékek meghatározására nyert egyenletet az w változóra. 
A sarátfrekvenciáknak az 
l TI o 
KELME KÉTES § VONÁÁKÉJER (4a. 460) 


2 
5-mo 
S 


transzcendens egyenletet kell kielégíteniük, A (4a. 46) egyenlet gyökei legegyszerűbben, 
grafikus úton az 


€1 


Mat B eg 


-. T6 
Ma 1C-me 
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görbék metszéspontjainak abszcisszáiként határozhatók meg. Ábrázolásukból egy- 
szersmind az is kitűnik, hogy a (4a. 46) egyenletnek végtelen sok w megoldása van. 
A sajátfüggvények a 
p,(x) sza B, sin A, Xx (v — 1 2, .. .) 


függvények lesznek, ahol a A, sajátértékek a sajátfírekvenciák birtokában a-val való 
osztással számolhatók, 


5, b) Az 
u (x, 2) — pa(x) val), 


u(x, b) — Pk) ph) 
feltevésből a már ismertetett módon az alábbi függvényeket kapjuk: 
pa(x) — A cosA x 3- B sin) x, 
P(x) — A: cos x x h Bt sin x x, 


Figyelembe véve (4a. 33)-at és (4a. 34)-et, a két különböző anyagi minőségű húrfél 
azonos frekvenciával rezeg, a változók szétválasztásánál mindkét differenciálegyenlet- 


ben ugyanazt a —w? állandót vezetjük be. Következésképp a A és x paraméterek 
között az 


SAS 0 (4a. 47) 
összefüggés áll fenn, 
Megjegyezzük, hogy az o frekvenciák azonosságából az is következik, hogy a 
val) és pw(2) időtényezők megegyeznek: 
p.(2) — pw) —Dcosot-- Esinot., (4a. 48) 
A peremfeltételek könnyebb kielégítése végett a p,(x) függvényt 


p(x) — Csin x(x - a) 
alakba írjuk. 
A (4a. 32) feltételt figyelembe véve, kell hogy 
4 —0, a — —I 
legyen, következőleg 
p.(x) — BsinA x 
(4a. 49) 
pp(x) — Csin x(x — 1) 
A (da. 33) és (da. 34) peremfeltételek értelmében 


E ssz dése 


BsinA 5 5 


f/ l 
BA cosA 5—C xCOS X; 
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ami a B, C együtthatókra mint ismeretlenekre nézve egy homogén lineáris egyenlet- 
rendszert szolgáltat, melynek triviálistól különböző megoldása csak akkor van, ha a 
rendszer determinánsa zérus, azaz 


I. .a l . l 
sin4 5 sin x 5] A 
A al — y COS ZA 
JA cos 5 u kg] 


A determinánst kifejtve, tekintettel a (4a. 47) összefüggésre a sajátértékek meghatározá- 
sára szolgáló egyenlet az 

l al 

És A — , 

atgA5tbtg 55 0 (4a. 50) 
alakot ölti. (Rendezés közben A-val végigosztottunk; ezt megtehetjük, mert A -£ 0; 
A — 0 ugyanis triviális megoldást szolgáltatna.) 
A (4a. 50) egyenlet gyökei az 


m-tgé 


Z 
b a . £7- A — 

ZSZ e ÉeöSt , 
12 2 8y§ 2 


görbék metszéspontjainak meghatározásával állíthatók elő. Könnyen belátható, hogy 
ilyen metszéspont — következőleg A, sajátérték is — végtelen sok van; a A, értékek 
ismeretében a x, Sajátértékek (da. 47) alapján számolhatók. 

A B, C együtthatókra kapott egyenletrendszer csak az ismeretlenek arányát szabja 
meg; vegyük fel egyiket tetszés szerint (pl. B — 1), ezáltal a C együtthatókat egy- 
értelműen meghatároztuk. Ezt a megjegyzést figyelembe véve, a peremfeltételeket 
kielégítő sajátfüggvények: 

Pav(x) — sin A, x ; (12 s 
(da. 51) 
Dp(2) —C sinx (x— DD; xx 7 6 


Ív (ús 1 2 xr]) 


ahol a A, értékeket (4a. 50) szolgáltatja. 

c) A két húrfél sajátrezgéseit a p,,(x), illetve p,,(x) és pw, (t) függvényekből össze- 
tevődő u, (x, 2), illetve u, (x, £) függvények írják le. (da. 48) és (da, 51) felhasználásá- 
val a sajátrezgések: 

ug, (x, $) — sin4, x (D, cos o, t 4 E, sin o, 2); 0 s x A [/2 
up, (x, 8) — C, sin x (x — 1) (D, cos w, t -- E, sin o, ); lj2sxsi 
6. a) A húr befogott volta miatt az 
u(—l, t) E 0 


u5(l, 2) — 0 (a 52) 
peremfeltételeknek kell teljesülniük. 
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A rezgésállapotnak a forrasztási helyeken , töretlenül" kell tovaterjednie, ami az 


94 2 02 
u(—I/2, 2) — 12(—1/2, 0, 44. 53) 9x [oa-ta 95 j2--1/2 iz 
uo(1/2, 2) — us(l/2, t), Or] Ot] 

9x irsz [/2 9x 2 [/2 


csatlakozási feltételek fennállását vonja maga után. 
b) Ugyanúgy, mint az eddigi példákban, szorzat alakú megoldásokat keresünk: 
u(x, 1) — pi(x) wild, 
u (x, b) — po(x) pod), 
us(x, t) — ps(x) ws(9. 


Minthogy a teljes húr azonos frekvencián rezeg, a w,(Z) (i — 1, 2, 3) függvények meg 
fognak egyezni. A p.(x) (i — 1, 2, 3) függvények mindhárman a harmonikus rezgés 
differenciálegyenletét elégítik ki, de 


pi (x) -k pi(x) — 0, 
pa (x) FA? pe(x) — 0, 


pz (x) Ft x pshx) — 0, 
ahol 


b? 0 (Hz 


Amint azt már tudjuk, a pi(x), po(x), ps(x) függvények szinusz és koszinusz multiplu- 
mok lineáris kombinációjaként állíthatók elő. A py és ps függvényt alakítsuk át az 
előző példában említett alakra, így az alábbi függvényekre jutunk; 


pi(x) — Csin x(x -- a), 
po(x) — A cosA x -- B sin) x, 
ps(x) — D sin x(x t B). 
Az illeszkedési és peremfeltételeket egyaránt a p,(x) függvényeken keresztül tudjuk 
kielégíteni. 
(4a. 53) miatt 
p(—h) —Csinx(a — 17) — 0, 


ps() —Dsinx(8 3070, 
amiből 
a a l, 
B — —I 


12 Parciális differenciál — 4423£ — 
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adódik, azaz 
pi(x) — Csin x(x -- 0), (4a. 54) 


pst) — D sin xx — D. (da. 55) 


A (4a. 53) feltételek kielégítése előtt vizsgáljuk meg, milyen rezgéset is lesznek a húrnak. 
A húr rezgéseit két nagy csoportba fogjuk osztani; különbséget kell ugyanis tennünk 
a húr felezőpontjára centrálszimmetrikus és a húrfelező ponton átmenő, a húrra merő- 
leges egyenesre mint tengelyre szimmetrikus rezgések között. Előbbi rezgések osztá- 
lyába nyilván azok a rezgések tartoznak, melyekre p.(x) páratlan függvény, utóbbi. 
osztályba pedig azok a rezgések, amelyekre p.o(x) páros. 


Legyen tehát először p,(x) páratlan függvény: 


po(x) — — pe(—x). 
Akkor kell, hogy 


4-0 
po(x) — BsinA x (4a. 564 
legyen. 
A (da. 53) feltétel értelmében 
C si ZRVEZNRES B sin A ; 
sin él) -— n pj , 


; j (da. 57) 
—Dsinx; — BsinA 5 Y 
amiből 
CsD 
azonosság adódik. 
A B és C, illetve D együtthatók meghatározására (4a.53a) és (da. 57) szolgáltat 
egyenletrendszert: 


Z l 
C x cos x-z — BA cosA - , 


Sllte 6. sast 
C sin úd-sa —B sin A 7 , 
Az egyenletrendszer homogén volta miatt egyik ismeretlen szabadon választható; 
legyen pl. 
C te 1, 


Akkor B (és természetesen D is) egyértelműen van meghatározva, Megoldás akkor 
van, ha 


o] Z ] 
X COS X 5 —A cos A 5 5 
; Z in Al vas 
sing  SInA 7 
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amiből a 


[/ 
xtgaz hatgxz—0 (da. 58) 


karakterisztikus egyenletre jutunk. 


A húrfelező ponton átmenő tengelyre szimmetrikus rezgésekre p.(x) páros függ- 
vény: 


po(x) — p2(—x). 
Akkor kell hogy 


B —0, 
po(x) — AcosA x 
legyen. Az illeszkedési feltételek értelmében; előbbi esettel azonos gondolatmenettel 2 
C — —D 


kikötésre és az 


AA sinAz — C x cos kis; 


homogén lineáris egyenletrendszerre jutunk, melynek csak akkor lehet triviálistól 
különböző rnegoldása, ha 


l [/ u 
mely a x — FA összefüggés figyelembevételével a 
Z al a 
tg A 5 8457 —T (4a. 60) 


alakba is írható. A (4a. 60) egyenlet (4a. 58)-hoz hasonló módon adódik. 

Páros rezgések esetén a sajátértékeket tehát (4a. 59) gyökei szolgáltatják. 

Ha C értékét ismét egységnyinek választjuk, akkor A, illetve D ismét egyértelműen 
meghatározható. 

Eddigi eredményeinket összefoglalva, a példánkban szereplő rezgő húr saját- 
függvényei alábbiak lesznek: 


P(x) —sinx (x-t];  —-—IExa— [/2 
P2,(x) — B, sin A, x; —-I/2 sSxaI/2 (v —1,2,...) — (4a.6D 
Pz.(x) — sin x (x — 0); jJ2sxsl 


128 
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a ,, páratlan rezgések" esetén, melyekhez tartozó A,, illetve x, sajátértékeket (4a. 58) 
szolgáltatja. Míg ,,páros rezgések" esetén: 


Piv(x) — sin x (x 4 0; —1 sz x s — I/2 ) 
Pa(x) Ez A, COS A, Xx; taki [2 esz x esz [/2 f (ív tem l, 2, .. .) (4a. 62) 
Ps, (x2) — —sinx (x—]) —sinx, (1— x); j2sxsl 


ahol a A,, illetve x, sajátértékeket (4a. 60) megoldásai szolgáltatják. 

A (4a. 61) és (4a. 62) kifejezések, amint az könnyen kimutatható, az összes saját- 
függvényeket előállítják, következőleg az ezekhez tartozó sajátértékek lesznek a kérdéses 
rezgési feladat összes sajátértékei, 

7. a) A 3. példa eredményeinek felhasználásával tudjuk, hogy feladatunknak 
végtelen sok sajátértéke van, melyeket a 


Z 
tgA 5 —0 (4a. 63) 
és 
l 2T 1 


egyenletek gyökei szolgáltatnak, ahol / a húr hosszát, T húzóerejét, m a felfüggesztett 
tömeget, a? pedig a differenciálegyenletben szereplő állandót jelenti. 
(4a. 63) gyökei / — 2 esetében. 


A, vm 6 Fe ER vARPKSN 
alakúak, a legkisebb sajátérték ezek közül 
Aa — JT. 


A (da. 64) egyenlet legkisebb pozitív gyökének meghatározásához a szükséges adatokat 
technikai mértékrendszerben számoljuk: 


T—20kg;  F—2:107€ m$; 5-F. 
a2—T— 8 126. 104 m?sec-2, — (y — fajsúly) 
hel Yacéi 
"Továbbá 
2:1072 2 
mm — e. —1 2 
m § 3] kg m7! sec 
A (4a. 64) egyenletbe való helyettesítés után a 
1,56 
tgA — — Tea (da. 65) 


egyenletre jutunk, melyet grafikusan az 


m-tgé 
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és 
1,56 
§ 


függvények metszéspontjainak meghatározásával oldunk meg (80. ábra). 


Te — 


80. ábra 
Az ábrából láthatólag a (4a. 65) egyenlet megoldásaként adódó legkisebb saját- 
értékre 

2,0 c A) a 21. 
Pontosabb gyökközelítéssel 


At Ay 26 (4a. 66) 
adódik, 


Minthogy Aj; — A,, és az alaprezgéshez a legkisebb sajátérték tartozik, az a AZ — 
— 2,6 érték lesz. 


Az alaprezgéshez tartozó sajátfrekvencia: 
wy — at Ap? — 1,26 : 104 . 676 — 8,5176 : 104 
egyenletből számítható, és 


w 3 292 sec7! (4a. 67) 
értéknek adódik, 
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b) A két húrfél alaprezgése előbbi eredményeink figyelembevételével: 
u (x,$) — sin A; x (D cos op t -- E sin oj t) — 
— sin 2,6x (D cos 292t -- E sin 2922), (da. 63) 
urr:1 (x, $) — sin A; x (2 — x) [D cos o t -- E sin vit] — 
— sin 2,6 (2 — x) ID cos 292t 3- E sin 292t ]. 


8. A 4. példa megfelelő formulája szerint az ! hosszúságú, T húzóerejű, végén 
m tömeggel megterhelt és rugók közé fogott kifeszített húr vagy huzal rezgéseinek 
sajátértékei a 
TA 
tg) l —  ENASEÁSJÉSÁBE (da. 69) 


transzcendens egyenletnek tesznek eleget. Feladatunk a huzalt és befogását jellemző 
számadatok helyettesítésével (4a. 69) két legkisebb pozitív gyökét meghatározni. 


Technikai mértékrendszerre térve át: 
C — 78: 1072 mlkg; 


1—1 mm; c 2: 106 kg/m3; 


ús 5; — 2515 m8$/sec?, 


Mivel a huzal folyómétersúlya 39 g, és huzalunk hossza éppen 1 m, keresztmetszetét 
F-fel, fajsúlyát y-val jelölve, a teljes húr, illetve huzal súlya; 
G—Fly-59g, 


amiből a huzal keresztmetszete 


c 


E 


aJ e 


4 1076 — 5.10-6 — (5 mm9. 


Az ismert, illetve számított adatokat a (4a. 69) egyenletbe helvettesítjük, így a 


0,78A 
— MEG ÉlS a — 4 e 70 
egyenletre jutunk. 
A két legkisebb sajátérték meghatározásához az 


m 7 tgS§ 
0,78€ 
Ta — ) RE 
S 


görbéknek az origótól jobbra eső, origóhoz legközelebb fekvő két metszéspontját kell 
megkeresnünk. (my ábrázolása nem okoz gondot; nm; ábrázolásához tudnunk kell, 
hogy na páratlan függvény, a € — -- 1 helyeken végtelenné válik, a 0 cé c 1 sza- 
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kaszon pozitív, és monoton növekedő, a Éé 5 1 helyeken negatív értékeken keresztül 
zérushoz tart.) A 81. ábrából a gyökök megbecsülhetők: 


0,5 cAy, ca 0,6, 
28 LA, c 29. 


A gyökhelyek közelítő meghatározásából a keresett sajátértékekre a 
A, 7 0,547, 


A, A3 2,841 
mennyiségeket kapjuk. 
9. — a) Mint az 5. példában láttuk, az első 0 — x sz //2 húrfél sajátrezgéseit leíró 
u t) függvények a (da. 30) és (da. 31) differenciálegyenletnek tesznek eleget. 
Láttuk azt is, hogy a két húrfél sajátrezgései 
ug (x, t) — sin A, x (D, cos o, t 3- E, sin o, 2); 0 s x a [/2 
up (x, t) — C, sin k, (x — 1) ID, cos o), t -- E, sin o, té]; [2ESxEl 


alakúak, ahol 


(4a. 71) 


k, —— A 


v y 


(012) 
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a A, értékek pedig a 
b 4 a z 
g88—- 86 8-1) 


egyenlet gyökeinek meghatározásával számíthatók. 
Mivel feltételeink szerint 


KN Mm 7 4Ho 
és így 
a Hi 1 
b u 4? 
a sajátértékekét a tg £ 1- 2 tg £/2 — 0 egyenlet megoldásával, illetve az 
—t 
m-— té £-A c (4a. 72) 
"e - —21tg§/2 ü 


görbék ábrázolásával és vizsgálatával tudjuk megállapítani. Minthogy n, és na mind- 
egyike periodikus függvény, következőleg a metszéspontok, illetve sajátértékek el- 
helyezkedése is szabályos lesz. Ha az ny és 72 görbék origótól jobbra eső első metszés- 
pontjának abszcisszáját £1-gyel jelöljük, akkor a soron következő metszéspont és 
abszcisszájára a 

§62— 2m — 6) 


összefüggés áll fenn. A periodicitás miatt a további metszéspontok £, abszcisszái 
úgy nyerhetők, hogy a é,, illetve £, értékekhez 27 egész számú többszörösét adjuk, 
tehát 

82 — 61 tt 2m, 

€47 §2 t 2n — 4m — §., 


£€; —§1t 4m,... 


Általában 
e zés th (v—l1) x, ha v páratlan (v — 1, 3, 5 . . .), (4a. 73) 
új VI — €1, ha v páros (v—-—246...). 
Minthogy 
l 
eg E, A, 9 , 


A (4a. 73) összefüggés a A, sajátértékek elhelyezkedésére vonatkozólag azt jelenti, hogy 
a legkisebb A, sajátérték ismeretében a A, sajátértékekre alábbi rekurziós formulát 
adhatjuk meg: 


2wv —1 
zh -- zzz x, ha v páratlan (zs 1 3 De); 
A, 5 (da. 74) 
N 2 or ; 
7 e A ha D paros (v mz 2, 4, 6 0. 8 Pa 
A k, sajátértékek rendre a A, sajátértékek a -szeresei, 


Az ábra segítségével egyszerű számolással meghatározhatjuk £., illetve Az, k, 
közelítő értékét: 
€i As 19], 


4. §. a) 9. 


155- 
amiből 
Ag sz ői VaNg] 5 3,82, 
k, — zs T 191 
j 7,tg s 
Ú§ ; 
T 4 5; 5 6/2R E 
no] V/ 
1 S EN 
82. ábra 


b) Az 1— 0,5 m hosszúságú húr — melyből 0,25 m u, sűrűségű, 0,25 m pedig 
Ha — vi sűrűségű anyagból készült — alaprezgéséhez a 


Az, A 7,64, 
k, As 3,82, 
első felharmonikus rezgéséhez pedig a 


ko, 9 8,74 
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sajátértékek tartoznak, következőleg az alaprezgés: 


u a(x, t) — sin 7,64x (D, cos w, t 4- Ed sinw d); — 01—at—bk 
u(x, t) — C sin 3,82 (x — 0,5) [D, cos o), t -- £, sin o, t], 


és az első felharmonikus rezgés: 


uo(x, $) — sin 17 48x (D, cos w, t -t- E, sin o, t), 
upo(x, t) — C sin 8,74 (x — 0,5) [D, cos o, t -t E, sin o, t], 


83. ábra 


g 
lemszerűen a megoldásokban a? — — helyett 


amivel a kitűzött feladatokat meg- 
oldottuk. 


10, A feladat teljes analogonja 
a 4. § a) pont Il. példának. Mivel 
a kezdeti és peremfeltételek is meg- 
egyeznek, a mindenkori rezgésálla- 
potot jellemző u(x, t) függvényt 
ugyanaz a képlet szolgáltatja, mint 
4. a) 1.-ben, csak az ott (da. 10) 
formulában felírt függvényben most 


a? — 5 értendő, 
u 


11. a) Két végén befogott, 7 
hosszúságú,  longitudinálisan rezgő 
rúd felezőpontjába a két rúdfél közé 
m tömeget iktatunk. Előállítandók 
a sajátértékek, sajátfüggvények, vala- 
mint a sajátrezgéseket szolgáltató 
függvények ! 

b) Egyik végén befogott, lon- 
gitudinális rezgéseket végző Z7 hosz- 
szúságú rúd másik végére rugóhoz 
kapcsolódó m tömeget erősítünk. 

c) Vizsgáljuk meg a felerészben 
más minőségű anyagból készült rúd 
rezgéseit a 83. ábrán látható esetek- 
ben. A rúdvégek befogottak, 


A 11. példához tartozó feladatok 
mindegyike a megfelelő rezgőhúr-pél- 
dával azonos megoldású, csupán érte- 


mindenütt a? — — írandó; a húrpéldák 


[99 
tárgyalásánál levont elvi következtetések rúd esetében is érvényben maradnak. 


12. b) A feltételeket is kielégítő u(x, t) megoldást szorzat alakban keressük: 


u(x, t) — p(x) y(2. 
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A változók szétválasztása és az adódó közönséges másodrendű differenciálegyenletek 
megoóldása során az előző példákhoz hasonlóan adódik: 


d a? 
p(x) — A cosA x 1 B sin) x; Az — zo 
(d —DcosAat 3 Esin aA t; — 


ahol — 0? a szétválasztás során bevezetett tetszőleges állandó. A peremfeltételeket 
figyelembe véve, 


a. (0) — BA — 0, 


p (1) — — AZ/sin4 10 
kell hogy legyen, ami a 


B — 0, (4b. 15) 
A, si s. (v — 01, .2, ) 
választást vonja maga után. 
Következőleg 
p,(x) — 4, cos T Xs (4b. 16) 


A (áb. 15) képlet a szóban forgó feladat sajátértékeit, (4b. 16) az ezekhez tartozó saját- 
függvényeket szolgáltatja. 


A sajátfüggvényeket 1-re norrnálva: 


1 
Au ] Fk 
A, K [/ s. , (v sz 1; 2, ,) 


gú í1 
f EG zs 
Pá I 1? hav —0 
9 pv 
cos TT X..ha poci 2jagá 


Meg kell jegyeznünk, hogy míg az eddigi feladatokban a A, — 0 sajátértékhez a 
po(x) — 0 triviális megoldás tartozik, addig itt po(x) zérustól különböző, ti. po(x) — 
EN JÉ 
— 47 [/7- 

c) A sajátfüggvények rendszerét a (4b. 17) képlettel állítottuk elő. Következik, 
hogy 
/Dott Bo ha (v — 0) 


t) — 
PL MD.cosak tt E sinaA t, ha (v—-1,2...). 
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(A pwo(2) függvényt úgy kapjuk, hogy A, — 0-t a w(2)-re adódott differenciálegyenletébe 
helyettesítjük, és az így nyert 
vol) — 0 
egyenletet kiintegráljuk.) 
gy a rúd longitudinális sajátrezgéseit szolgáltató függvények 


D t-t E, hav—-—0 


4 (4b. 18) 
D,cosaA t--E sinaA,t, ha v — 1, 2, ... 


u (x, t) — 


Az uj(x, t) megoldás azt fejezi ki, hogy külső erők távollétében a magára hagyott 
rúd mint merev test egyenes vonalú egyenletes mozgást végez. Lengéstani szemszög- 
ből ez az eset érdektelen. 


13. Minthogy a rúd — a 27. ábrán látható felvétel esetén — az x — 0 helyen 
be van fogva, ott a kitérésnek zérusnak kell lennie, tehát 


u(0, 2) — 0. (4b. 18) 


A rúd másik vége szabad, tehát az x — / hely feszültségmentes, következőleg 
késes — 0, (4b. 20) 


(4b. 19) és (4b. 20) a rezgési probléma peremfeltételei. 
Minthogy a rúd kezdeti helyzete a nyugalmi állapot, így 


u(x, 0) — 0. (4b. 21) 


Kezdeti sebessége — feltétel szerint — a rögzített rúdvégtől, tehát az x — 0 ponttól. 
mért távolsággal, azaz x-szel arányos, amit a 
91 


E — 4b. 22 
37 Fi mx (4b. 22) 


0 


feltételi egyenlettel fejezhetünk ki (m arányossági tényező). A (4b. 21) és (4b. 22) 
egyenletek a probléma kezdeti feltétele. 
b) Már ismeretes, hogy a megoldás u — p(x) w(t) szorzata alakban kereshető, 
és a tényezőfüggvényekre az alábbiak adódnak: 
p(x) — A cosA x - B sin) x, 
pl) —DcosaAtH Esin a) t. 
A peremfeltételeket kielégítő függvények a p(x) függvények lesznek meghatározott 
A értékek mellett. 
A (4b. 19) feltétel értelmében 
p(0) — A — 0; p(x) — B sin) x. 
A (4áb. 20) feltétel miatt 
p() — BAcosAl— 0, 


azaz 
cos4/ — 0, 
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ez viszont csak akkor következik be, ha 


2 1 
, nézek (v — 01, 2, . . .). (4b. 23) 
Innen 
2 1 
p,(x) si B, sin KMÉSn ezt X ; (p ZT 0, ], 2, .. 2) (4b. 24) 


A (4b. 23) kifejezés a sajátértékeket, (4b. 24) pedig a sajátfüggvényeket szolgáltatja, 


l 
c) A kezdeti feltételeket a rúd sajátrezgéseit jellemző függvényekből alkotott 
végtelen függvénysorral d :ELGJÉSÍTEB A sajátrezgések: 


2 ; kgfsssaó 
B, — vi választással a sajátfüggvények l-re normálhatók, 


2 1 2 v 7-1 
u (x, 9) — p,(x) w,(D) — egg e Egg ETET e éj 
ft fi 21 21 
n é vtlharm 
TSABA SESSZAT SES 
A megoldást szolgáltató függvénysor: 
u(x, t) — 2 ulx, 2). (4b. 25) 


A (4áb. 21) feltétel figyelembevételével a (4b. 25) kifejezésben minden D, együttható 
zérus: 
D —0, ms 0 12 sál; 


A (4b. 22) feltétel miatt kell, hogy 
b 60 KE TÉS E 


——g sin —--XxX—-mx 


legyen. Az E, MRA meghatározása céljából az m x függvényt FouRIER-sorba 
fejtjük. Tudjuk, hogy ha 
(2v ús 17 4 


mxz 56 sin - 


) 


alakú, akkor a c, együtthatók [m x-et páratlan függvényként terjesztve ki a (—1, 0) 
antervallumra] a 


integrállal számíthatók. Következőleg 


. J/2 2im 2vtDm 2 8m (—-)y 
E, - [A .73GVTT kásás MS xa [/ az ÜrÍmr 


(4b. 26) 
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Figyelembe véve, hogy D— 0 valamint a (4b.26) kifejezést (4b. 25)-be helyet- 
tesítve, a kezdeti feltételeket is kielégítő függvényt kapunk. 
d) A kívánt megoldásfüggvényt az 


28öme  (—-1y . 2vtitlzxz . (2viDazm 
ÉJ E öss ÜSS zet ES EEEN EZÉR ZÉSÉÉRE Se jszezéeét 
u(x, t) I ag 2 GvEI: sin 9] x sin 3] 


1. 


függvénysor szolgáltatja. Illetve 


u( pe sin E xsin TT, 1. 3T  , ALORA 
BESE sgtt agg ssiga segg EST 
l . őn . 5arm l . 7 . 7am 5 
-k Bagy fi Sin —9T t — 78 sin 7 X Sin "oj ÉSE sg ] . (4b. 27) 


14. b) Az u(x, t) megoldást az előzőkhöz hasonlóan u — p(x) : w(2) alakban keres- 
sük, és mint tudjuk, az x-től függő tényezőre a 


p(x) — A cos x th BsinA x 
kifejezést nyerjük. 
A (4b. 2) feltétel miatt A — 0, 


p(x) — B sin) x. 


A (4b.3) feltétel kielégítése a p(x) függvény segítségével történik. E célból p(x)-et 
kétszer deriváljuk, és a (4b. 4) egyenletbe helyettesítjük : 


— Ma: BAtsinA 1-6 —FEBA cosAl, 


Innen rendezéssel a 


FE 
sm lszzézt ső] zselés 1 . 2. 
tgA l aA (4b. 28) 


karakterisztikus egyenletre jutunk. Grafikusan könnyen belátható, hogy ezen egyen- 
letnek végtelen sok A, gyöke van, amelyek feladatunk sajátértékeit szolgáltatják, 
A sajátfüggvények az ezen A, értékekkel képezett 
p,(x) 5 B, sin A, XX, (v St :B 2, 8 ,) 

függvények, 

15, b) A peremfeltételek kielégítése az u — p(x) " w(t) megoldásfüggvény helytől 
függő tényezőjének segítségével történik. Mint ismeretes, 

p(x) — A cost x tt B sin) x. 


Figyelembe véve, hogy u(x, £) kielégíti a rezgő húr differenciálegyenletét, a peremfel- 
tételek p(x)-re nézve az 

m a? p" (0 — FE 90) 

Map" (1)7-—FEopt(l (4b. 29) 
alakba írhatók, 
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A p(x) függvény deriválásával és a (4b. 29) egyenletekbe való helyettesítéssel az 
m a? A A H1FEB — 0, 

— (FE sinA l 3- M a? A cosA 0) A 3- (FE cosA 1 — M at? sin )B-0 
homogén egyenletrendszerre jutunk, melynek az A, B együtthatókra nézve triviálistól 
különböző megoldása csak akkor lehet, ha az egyenletrendszer determinánsa zérus: 

m a? A FE 
— FEsinA Il 3 M a? A cosA il FE cosAl— M a? A sin Al 


e 


A determinánst kifejtve, a kapott egyenletet rendezve: 
(F? E? — Mm at) tt A ]— —(FEma?A 3 FE M a? )), 
amiből 
F E a? (m 3- M)A 


A (4b. 30) összefüggés nem más, mint a A, sajátértékeket meghatározó transzcendens 
egyenlet, melynek gyökeit az 
m-tgél, 
. EFa(m3 Mé 
MT mata — FE 
görbék  metszéspontjainak  abszcisszáiként határozhatjuk meg valamely €, 7 
koordináta-rendcszerben. 


Mivel az A, B együtthatókra adódó egyenletrendszer homogén lineáris, csak az 
A/B arány határozható meg; válasszuk például A-t egységnyinek, akkor 


B, — — —-— (v 7 1,2,...) (4b. 31) 
adódik, 
A sajátfüggvények — ezen megjegyzések felhasználásával — 
p,(x) — cosA, x -- B, sin A, x, (v —1,2,...) (4b. 32) 


ahol a A, értékeket (4b. 30) és azok felhasználásával a B, együtthatókat (4b. 31) hatá- 
rozza meg. 


16. a) A rúdvégen fellépő visszatérítő erő — mint azt a 14. példában láttuk — 


94 


e 


xz1l 


A rugóerő a mindenkori u kitéréssel arányos, és azzal ellenkező irányú; az ará- 
nyossági tényező a rugóállandó reciprokával egyenlő. Következőleg 


1 
Re — a u, 2) 


xczal 
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Az erőegyensúlyt kifejező feltételi egyenlet: 


0u ij 1 


 aszl 


b) Sajátértékek és sajátfüggvények meghatározásához a szokásos módszerhez 
fordulunk. Mint már ismeretes, az 
u(x, t) — p(x) " v(o 
feltevésből a 
p(x) — A cos x 4 BsinA x 


függvényre jutunk, és a peremfeltételeket ezen p(x) függvény segítségével elégítjük ki, 
A (ib. 7) feltétel miatt kell, hogy 


p(0) —4A4—0 
p(x) — BsinA x 


legyen. 
A (4b. 33) feltétel figyelembevételével az 
1 
FEAR cosA l — — c sin A Z, 
illetve rendezés után a 
ttAh1——FECA (4b. 34) 


karakterisztikus egyenletre jutunk. Ezen egyenlet A, gyökeit A I — éÉ új változó beve- 
zetésével, az 
m - tg 8, 
FEC 
TaZ ] § 


görbék metszéspontjaiból grafikusan meghatározhatjuk. 
A sajátfüggvények: 
p,(x) — B, sin A, x, (wv7 1,2,...) 
ahol A, sajátértékek a (4b. 34) egyenlet gyökei. 


17. — Az o,-vel jelölendő körfrekvenciák meghatározásához fel kell írnunk a vázolt 
rezgési probléma peremfeltételeit, és az ezeket kielégítő sajátfüggvényekhez tartozó 
sajátértékeket kell meghatároznunk. 

Az egyik peremfeltétel nyilván a befogást jelentő 


u(0, t) — 0 (4b. 35) 


egyenlet, a másik egyenlet az x — / helyen működő erőknek a mérlege. Az x — ! 
helyen rögzített m tömegre 

921 

P-m GYO 


j szal 
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erő hat, mely az m tömeg gyorsítását célozza. Ezen P erő két erő eredőjeként áll elő, 
ti, a rúdvégben fellépő visszatérítő erő és a rugó által gyakorolt rugóerő eredőjeként. 
Figyelembe véve, hogy P ellentétes irányítású a visszatérítő, valamint a rugóerőhöz 


képest, az alábbi egyenletre jutunk: 
921 91 1 
sére — — si — -- ul, 4b, 
ms FE-] a u 2) ( 188 


x-1! ie5] 


ahol F a rúd keresztmetszete, E a rugalmassági modulusa, C a rugóállandó. 
Mint tudjuk, a peremfeltételeket a 


p(x) — A cosA x 4 Bsin4 x 


függvény segítségével elégítjük ki. 
A (4b. 35) feltétel miatt 


p(0) — A — 0. 
Tekintetbe véve a (4b. 36) feltételt, valamint azt, hogy 
ela, B a 991 


oz" ag? 
kapjuk, hogy 
1 
m a? p"() —-—— FE gl) — ö p(1). 
A g(x) függvényt deriválva, és a kapott egyenletbe helyettesítve, nyerjük, hogy 


1 
— m a? Asin] —FEA cosA 7 — a sin4 l, 


illetve cosA 71-lel végigosztva és rendezve, 


mea) ttAl—-FEA (4b. 37) 
adódik. A rezgő húr tárgyalásánál már láttuk, hogy 
2 
2-5, azaz AZT. (4b. 38) 
a a 


A (4b. 38) összefüggést (4b. 37)-ba helyettesítve, és a-val végigszorozva, w-ra a követ- 
kező egyenletet kapjuk: 
1 ol 
Ím 6)? — al a tg a FED 


vagy más alakban: 


E BENÁNEN ötsk AÖNETB (4b. 39) 


új JigSzé s 
al 7 


A (4b. 39) transzcendens egyenlet o, megoldásai szolgáltatják a keresett saját-kör- 
frekvenciákat, 


13 Parciális differenciál — 44231 — 
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18, "A 14, példa (4b. 28) formulája szerint az egyik végén befogott, másik végén 
M tömeggel terhelt F keresztmetszetű, ! hosszúságú rúd sajátértékei a 


(4b. 40) 


transzcendens egyenletnek tesznek eleget, ahol E a rugalmassági modulus, a? a diffe- 
renciálegyenletben szereplő állandó. Számításunk egységessé tétele miatt minden 


adatot technikai mértékrendszerben (méter — kgsúly — sec) fogunk átszámolni. 
Minthogy a rúd hossza 1 m, 7! — I m, s mivel kör-keresztmetszetű, és d — 4 mm, 
ak t-t 1079 g m?, 
továbbá 
M — 581 g m7! sec? — st kg m7! sec, 


Acélrúdról lévén szó, rugalmassági modulusa és fajsúlya: 
E — 2: 108 kg cm7? — 2 : 101 kg m-?, 
y—- 78gcm- — 78 - 103 kg m-3, 
A rúd anyagának tömegsűrűsége : 


y 78-10 
g 


—4 sec2 
9.8] kg m-! sec, 


Ily módon nyert adatainkat helyettesítsük vissza (4b. 40)-be, kapjuk, hogy 


. 81,2-m)] 1 
098 A TAT 


tg A 


Feladatunk megoldásához, ti, a legkisebb sajátérték meghatározásához tehát a 


tg A —z (4b. 41) 


egyenlet legkisebb pozitív gyökét kell megkeresnünk. A kívánt gyököt grafikus úton, az 


m7-tg§ 
1 


—e 


Mae 


görbék metszéseiből határozzuk meg. 


4. §. b) 18. 195 
Amint a 84. ábrából leolvasható, 
A, As 0,85, 
ami a gyökközelítő módszerek valamelyikével még pontosabbá tehető, és azt kapjuk, 
HAB Az — 0,8603. 


Ezzel a keresett legkisebb sajátértékeket meghatároztuk. 


m-t9s 


a mt mát Of 


j 
84. ábra 


A sajátértékek és sajátírekvenciák között — mint ismeretes — a 


összefüggés áll fenn, amiből — felhasználva eddigi eredményeinket — 
öl sza Al s És : 104 . 0 74 — 1,8614 :. 104, 
Tehát a legkisebb sajátfrekvencia: 


9, — 1364 sec71 
131 
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19. A 16. példa eredményeinek felhasználásából adódik, hogy a sajátértékeknek a 
tt4l—-—FECA 


egyenletet kell kielégíteniük. A feladatban megadott adatok felhasználásával, azoknak 
technikai mértékrendszerbe való átszámításával: 


l1—-2m, 

F — 25 : 1076 m8, 
E — 2 : 109 kg m-?, 
C — 1078 m kg72, 


A kielégítő transzcendens egyenlet: 


tg 24 — — 25 107§.2-. 1019 . 10764 — — Bi 


Keressük meg az egyenlet legkisebb pozitív gyökét grafikus úton az 


m-tg2é, 
1 
h-s § 
görbék metszéspontjaként, 
Amint a 85. ábrából is látható, 
12 cA, a 1,8. 


Próbálgatással vagy valamilyen gyökközelítő módszer alkalmazásával arra az eredményre 
jutunk, hogy a keresett legkisebb sajátérték közelítő értéke: 


A, — 12852. 


20. A L7. példa (4b. 37) formuláját figyelembe véve, tudjuk, hogy a pél- 
dánkban adott feltételek esetén a sajátértékeknek a 
tg A l — szt tlst (4b. 42) 
m a? A — 23 
C 


egyenletet kell kielégíteniük. "Technikai mértékrendszerben számolva, a kérdéses 
értékeket (4b. 42) -be helyettesítve, egyszerűsítés után a 


A 


ezdbse eat eti , 43 
12872 — 0,05 G9b88) 


tgA l — 


transzcendens egyenletre jutunk. 


1. §. b) 19—20. 197 


85. ábra 
A (4b, 43) egyenlet legkisebb pozitív gyökét ismét grafikus úton határozzuk meg az 


mm 7-—tgé, 
§ 
2 128 EZ — 0,05 
görbék metszéseiből, 
Az me racionális törtfüggvény ábrázolásának megkönnyítéséhez diszkutáljuk a 
kérdéses függvényt. A függvényvizsgálatból kitűnik, hogy 


nel) — — 72(— 5), 


azaz 72 páratlan függvény, zérushelye csak az origóban van; a nevező zérushelyén, 
azaz a £ — 3-0,2 helyeken pólusa van; £ abszolút értékének növelésével n, zérushoz 
tart. A 86. ábrából látható, hogy a legkisebb sajátérték: 


A, Ay 0,8. 


Számítással, a gyökközelítő módszerek valamelyikének alkalmazásával jobb közelítést 
is elérhetünk, s a keresett sajátérték 


A, — 0,803 
értéknek adódik, 


Következőleg a legkisebb w, sajátfrekvenciára az 


wy — aA, — [/25,15 : 108 . 0,803 As 4027,6 
értéket nyerjük. 
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jú 


aho ÉZNAE]  STESEZSEETEEMAZMZEET TEMZE TÖStÜEpÜoc szeg zzgáőőőe 


fú NY MESA? , EEVRENEN 
ir / 12 12842-005 
AK 2 /rA, 4 E 
1 
9 kal 
86. ábra 


b) Az alaprezgést szolgáltató függvény, konstans szorzótól eltekintve, 
uj(x, t) — sin A, x(D, cos o), t -- E, sin gy 2). 
0 és A, fenti értékeinek behelyettesítésével 
u (x, $) — sin 0,803x(D), cos 4027 .6t -- E, sin 4027,6t) 


adódik, ahol a D, és E, állandókat kezdeti feltételekkel rögzíthetjük. 
23. b) A (4c. 6)-nak eleget tevő 01(x, £) és 0.(x, t) megoldásfüggvényeket ugyan- 
úgy, mint a rezgő húr esetében, szorzat alakban keressük meg. 

Ü(x, 2) — pt) pwd.  — (i— Il, 2) 
A változók szétválasztása és az. így nyert közönséges másodrendű differenciálegyen- 
letek megoldása után a p,(x) függvényekre a 


isi 7 2 
pi(x) —AcosAx-t BsinAx Az — 2 (4c. 16) 


po(x) —a cosAx-tBsinA x ; a? 
alakú függvényeket kapjuk. A (4c. 8), (4c. 9) és (4c. 7) feltételek kielégítése egyaránt 
a o, függvények segítségével történik: 
pi(—]  — p:(0) — 0, 
pi(0)  — p:(0), (4c. 17) 
C [p2(0) — pi(0) ] — — 2 a? p"(0). 


4. §. c) 23—24. 199 


A pj(x) függvényeket deriíválva, és a (4c. 17) egyenletekbe helyettesítve, kapjuk, 
hogy A — a és az A, B, B ismeretlenekre az 


AA sin A I 4- BA cos A I s 0, 
— AA sin Al tTBAcosAl —0, (4c. 18) 
AO a? A? CC BCA tBCA —0 


homogén egyenletrendszert nyerjük, melynek akkor van triviálistól különböző meg- 
oldása, ha 


A sinA l A cosA 0 
—dsinal 0 A cosAll] — 0, 
0 a? A? — CA CA 


Fenti determináns kifejtve, rendezés után a sajátértékek meghatározására az alábbi 
transzcendens egyenletet szolgáltatja: 


Oo a? A 
BALE Ezzg s (4c. 19) 
A (4c. 19) egyenletet A - helyettesítéssel a 
a l 9aw 


alakra hozhatjuk, amely egyenlet gyökei közvetlenül a sajátfrekvenciákat szolgáltatják, 
c) Mivel (4c. 20) homogén lineáris egyenletrendszer, az egyik ismeretlent sza- 
badon választhatjuk; legyen pl. A — 1, akkor (4c. 20)-ból nyerjük, hogy 


. B——tgAl;  B—tgAl. 
Az így kapott értékeket (4c. 18)-ba helyettesítve, a sajátfüggvények: 
Piv(x) — cosA, x — tgA, lsin4, x; —-]Isxzsz0 


P2v(x) — cosA, x -t tg4, I sin A, X; 0sxszsl (v—1, 2, os) 


ahol A,-n (4c. 19) gyökei értendők, 
24. a) Mindkét végén szabad rúd torziós lengései a mindkét végén szabad rúd 
longitudinális rezgéseinek mintájára tárgyalhatók, értelemszerűen mindenütt u(x, t) 


helyett Ü(x, £)-t, a? — 23 helyett a" — d helyettesítendő. 


b) Torziós lengéseket végző egyik végén szabad rúd, másik végét olyan nagy 
tehetetlenségű  — lendkerékkel 
terheljük, amelynek O tehe- 
tetlenségi nyomatékához ké- 
pest a rúd tehetetlenségi nyo- 
matéka elenyésző (nagyságren- 
dekkel kisebb). 

Ez esetben a lendkerékkel 
ellátott rúdvéget tárgyalásunk 
szempontjából befogottnak te- 
kinthetjük. 
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Ezen rúd torziós lengései az egyik végén befogott, másik végén szabad rúd longi- 
tudinális rezgéseinek analógiájára tárgyalhatók, az a) pontban felsorolt értelemszerű 
helyettesítések figyelembevételével, j 

c) Mindkét végén nagy tehetetlenségi nyomatékkal rendelkező lendkerékkel vagy 


eseg 


tárcsával ellátott rúd a két végén befogott rúd analógiájára tárgyalható stb, 
29. a) Az előző példák során nyert tapasztalatok felhasználásával a 


90 929 
sé s 8, — j (4c. 21) 
02 esszé 96 dezső 
90 920, : 
s O-ép Bet , (4c. 22) 
0X sag OL esz 
01(0, t) — 02(0, zt), (4c. 23) 
90, 90 920 
CS sl. 6! (4c. 24) 
Ox  8X 9 09 o 


feltételi egyenletekre jutunk. 

A 0.(x,t) és 0.(x, $) megoldásokat szorzatfüggvényként állítjuk elő. Az időtől 
függő tényezők — mivel a rúd minden részecskéje azonos frekvenciával rezeg — 
megegyeznek, azaz 

vi(2) —w() —Dcosot-t Esinot. 


A hely függvényeként előálló tényezők, úgy mint az előzőkben, 
pi(x) — A cosA x -- B sin) x, 
po(x) — a cosA x B sin) x, 


ahol A — mi a (4c. 23) feltételből következik, hogy 
4 — a. 


Ennek figyelembevételével a (4c. 21), (4c. 22) és (4c, 24) egyenletek az A, B, B isme- 
retlenekre nézve homogén lineáris egyenletrendszert szolgáltatnak. A p(x) függvények 
deriválása, a feltételi egyenletekbe való visszahelyettesítés után a 


A(CA sin) I -- 8) a? A? cos A 1) 3 B(CA cosA I — 8) a? A? sin A /) — 0, 
A(CA sin) l 7 8) a? A? cosA 1) — B(CA cosA ! — e) a? Asin A 7) — 0, (4c, 25) 
A(8), a? 42 —-BCA t8CA 50 


egyenletrendszerre jutunk. 


A (4c. 25) egyenletrendszernek triviálistól különböző megoldása akkor van, ha 
determinánsa zérus: 


CA sinA l-t 8), az At cosAl CAcosAl— 0) a? At sin Al 0 


CA sin) ! 3- 8) a2 4? cosA l 0 — CA cosA 1 - 8) a2 A? sin A 1 — 0 
9, a? A? CA CA 


4. §. c) 25—26. 201 


Innen kifejtés után a A, értékek meghatározására a 
tg? A 1 (2 C? 0), a? A — 03 80, af 49) 3 2tgA 1 (01 C at A? -- C 8) 8, at)? — CS) — 

— 2 C? e, a? A — C" 0, a? —0 (4c. 26) 
karakterisztikus egyenletet kapjuk. A (4c, 25) egyenletrendszerből A — 1 választással 
9, a?) tt CtgAl 
O,azAtgal—C? (4c. 27) 

B . CtgAl-t 9, a" A 
C — O, a? A tgAl 
adódik, és így a sajátfüggvények 


B — 


9, a2A, HC tgaA, 1 


PIG ESZE Eg sa ga TC ARI —-]sxzs0 
(4c. 28) 
BE Oo, aA, CtgA,l . . 
VEG) S COST Na aa IEC 0AgK 0O0sSsxzi 
jellegűek, ahol a A, értékeket a (4c. 26) egyenlet gyökei szolgáltatják, 
b) A sajátrezgéseket a 
01, (x, t) — Pi. (xx) p, (2), 
09, (x, t) EZ P2,(x) p, (2) 
függvények írják el. Az elmondottak értelmében 
0, (x, t) — (cosA, x 4 B, sin A, x) (D, cos a, t -k E, sin o, 2); -isxac0 
(4c. 29) 
09, (x, t) — (cosA, x t B, sin A, x) (D, cos o, t -t E, sin o, 2); 0sxzsil 


aholA, értékeit (4c, 26), illetve B, értékeit (4c. 27) szolgáltatja, és o, — aA, aA, értékek 
ismeretében számítható. 
26. a) Jelöljük a rúd hosszúságát 21-lel, és helyezzük koordináta-rendszerünk 
origóját a rúd felezőpontjába ; jelöljük továbbá a baloldali rúdfél rezgésállapotát jellemző 
függvényt 0.(x, t)-vel, a jobboldali rúdfélét pedig 0.(x, t$)-vel. Mindkét függvény 
ugyanazon differenciálegyenletnek, a torziós lengések differenciálegyenletének tesz 
eleget. 

A két rúdvégen fellépő peremfeltételek a nyomatékegyensúlyt kifejező egyenletek, 
amelyeknek felírási módja már ismert: 


c 920. 
mmm maszmzi 1 — 
9x x71 0972 za (4c. 30) 
00, 920, 
szaz fe S — 9. ; 
ki 0x i TÉSDIB E ag 
! 


Amint a 25. példában láttuk, az x — 0 helyen bizonyos illeszkedési feltételeknek kell 
teljesülniük, azaz 
0. (0, 2) — 0.(0, 2), (4c, 31) 
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és 


90, 
0x 


920, 
7 eze 


c . 


xr:-0 méj r-0 


Minthogy a 0, és 0, függvények ieuszk a torziós lengések differenciálegyenletét, 
a (4c. 30) és (4c, 31) feltételek az alábbi alakba írhatók: 
929 
— OD) a? — 
xzol 9x 92 zs al 
00. 929 
szet — 9. a? —— 
S 9x HA ; sa 7 ] 


90, 
ése 


xal 
(4c. 32) 


01(0, t) — 0(0, t), 
901 j — 8, az 71 B 
9x sző 9x tsz 


00, 
c fee 


127-0 


b) A 0,, 0, függvények meghatározása az előzőkhöz hasonlóan történik, és a hely. 
től függő p(x) függvényekre vonatkozólag a 


p1(x) — A cosA x -- B sin) x, 
po(x) — a cosA x 1-8 sin A x 


kifejezésekre vezet; a A paraméter közös, mivel a rúd végig azonos 0 — aA frekvenciá- 
val rezeg. 

A peremfeltételek a p(x) függvények segítségével kielégíthetők. A (4c., 32) össze- 
függések értelmében az alábbi egyenletrendszernek kell fennállnia: 


CA (A sinA I 4 B cos A 1) — 0) a? 42 (— A cosA 1 -- Bsin A 0), 
— CA(— asinA l 4 B cosA 1) — — 8, a? A? (a cosA 1 3-8 sin) 7), 
4 -—a, 
CA (B — B) — — 0, a? A? A, 


ami, tekintetbe véve a harmadik egyenlőséget, és kizárva a A — 0 esetet, az A, B, B 
esetet, az A, B, B együtthatókra az alábbi homogén lineáris egyenletrendszert adja: 


A(C sin A ! -- 8), a? A cos A 7) 4 B(C cos A / — 0) a?A sin 1) — 0, 
A(C sin A ! 4- 8, a? A cos A 1) 1 B(—C cos A] -k 0, atAsinA])) —0,  (4c.33) 
A 0, 4—BC13BC — 0. 
A (4c. 33) egyenletrendszer megoldható, ha determinánsa zérus: 


CsinA 1-k 0) aza cosAl CcosA l — 0) a?A sin A b 
C sin A 7 -- 8, a? A cosA I 0 — CcosAl 7 0, álgvstáai 17 
9, a? A -—C 6 j 


4. §. c) 26—27. 203 


Ebből a determinánsból kifejtés és rendezés után a A, sajátértékek meghatározására a 
tg2 4 Z [8 Oo, 8, a5 A? -- (8), 4 99) C? a? A ] — 
— tg A ! [2 C3 -- as? C (8), e, — 2 e) e, -- 8, 8.) ] — 

— C? a?) (B, — 93 8) —0 (4c, 34) 
bonyolult transzcendens egyenletet kapjuk. (4c. 34) gyökei problémánk keresett saját- 
értékei. 

45-aszcl választással (4c. 33)-ból egyszerű számolással adódik, hogy 
O, a? A CtgAl 
9 azAtgAl—C? 
Hz C tgA 1 -- 8, a? A 
C — OG, az tgA 1" 
Következőleg a sajátfüggvények: 


B — 


9, a2A,-FC tgA, 1 


Piv(x) — cosA, x -k BBK tgA 1— e din), xi —Isxzsz0 
o, v vb 
(v -— 1], 2, ) 
C tg, 1-- 09 a? A, . 
Pay(x) — cosA, x -k ? " sin), x; 0sSxsil 


C— B; aza, tg), 1 


amivel a kitűzött feladatot megoldottuk. 
27. a) A két rúdfél rezgésállapotát jellemző Ü4(x, £), illetve 0.(x, £) függvény a 
torziós lengések ugyanazon differenciálegyenletének tesz eleget; minthogy a rúddara- 


eds G , 
bok azonos anyagból, különböző keresztmetszettel készültek, az a? — — adat a két 


rúdfélre megegyezik, a különböző metszetátmérők miatt azonban az I, poláris nyo- 
matékok — és emiatt a C — G I, adatok — a két rúdfélre nézve különbözők, 


Így a 25. példában felállított peremfeltételek az alábbiak szerint módosulnak: 


90 90 
Cs Zo 
1 pi SZ — 
(dc. 35) 
90, 820, 
— C, 9x 1 98 vá , 
01(0, 2) — 02(0, 2), 
90, 01 a. 9201 
Sa ü Ci zel 0ezgi s 
z Ig I rz0 


b) A két rúdfél azonos frekvencián rezeg, tehát közös A paraméterrel bír. A két 
rúdfél megoldásfüggvényeinek helytől függő tényezője: 
pi(x) — A cosA x -t- B sinA x, 
po(x) — a cosA x -- B sin) x. 


4 


A peremfeltételek kielégítése ugyanúgy történik, mint az előzőkben. 


904 MEGOLDÁSOK 
MEREK verve evarer fi ap togágetageett la 
A(C) sin A / -- 0) a? A cosA 1) B (C), cosA ! — 0) a? A sin A 1) — 0, 

A(C, sin A I 3- 8), a? A cos A 1) 1 B(— C), cos A ! 3- 8) a? A sin A )) — 0, (4c. 36) 
A(O, aA) —BC tt BC, —0. 

A (4c. 36) egyenletrendszer megoldhatósága megköveteli, hogy 


C, sin A l-t OD, azA cosA I C, cosA / — O) aZ A sin A] 0 
Co sin A l -- 8) a? A cosA l 0 — C, cosA 1 -k 9) azAsinAl] —0 
9, a? A —C€, C, 


legyen, ami kifejtés után a A sajátértékek meghatározására a 
tg? A / [eO) a? A (CZ 3- CS — 8, O, aA?) ] -- 
-t tgA ! [e) at A? (C, 8, 4- C, 8) t- C, 8, -- C, 0.) — 
— C) C, (C, t- Co) ] — C. C, aA (209, 0)—-—0 (4c. 37) 
egyenletet szolgáltatja, 
4-—as—l választással (4c. 36)-ból kapjuk, hogy 
o, a? A, -k C, tg A, l 
0, az A, tg, 1 — C, ? 
B, — Co, tg, 1-4 8) a? A, 
a Cs, — 1 aza, tgk, 1" 
A sajátfüggvények rendszere: 


B, E (dc. 38) 


P(x) — cosA, x -F B, sin A, x, 
P(x) — cosA, x 3-8, sin A, x, 
ahol A, értékeket (4c, 37), A, birtokában B,, B,-t (4c. 38) szolgáltatja. 
29. — b) A kívánt 0(x, t$) függvényt úgy határozzuk meg, mint az előző példában. 


A homogén peremfeltételeket kielégítő általános megoldás a 22. példa eredményeinek 
felhasználásával: 


cos A, x ) (D,cosa,t 4 E, sinw,t),  (4c. 39) 


00x, t) szaz b sin Aj X — eszi 
1 


ösi 
ahol 


a A, sajátértékek a 
C a? A (8) 4 09) 


kB kes 9, 0, at A? — C? 


(4c. 40) 


egyenlet gyökei. 
A (4c. 14) és (4c. 15) feltételeket kielégítő partikuláris megoldást 


VEXx, t) — p(x) sin 0 t 


4. §. c) 27—29. 205 


alakban keressük, ahol w az MI nyomaték körfrekvenciája, A feltételezett ÜÖ(x, 2) 
megoldó függvényt a torziós lengések differenciálegyenletébe helyettesítve, a 


— 0? g(x) sin o t — ap" (x) sin ot 


egyenletre jutunk, amiből p(x)-re a 
4 gő 
p" 0) FA pt) —0; 4—— 


jól ismert közönséges differenciálegyenletet nyerjük, amelynek megoldása — mint 
tudjuk — 
p(x) — 4 cos A x -- B sin) x. 


A itt nem határozatlan paraméter, hanem az o perturbáló frekvencia által meghatáro- 
zott állandó. Így 02(x, 2) a 


0(x, t) — (A cosA x 3- B sin) x) sin o £ 


alakot ölti. Minthogy ü0(x, £)-nek a (4c. 14) és (4c. 15) feltételeket kell kielégítenie, 
kell, hogy 
Mo, tBCA — — 0) c? A, (4c. 41) 
— CA (— A sinA ! 4- B cosA 1) — — 8, 0? (A cos A ! 3- B sin A 7) 
legyen. 
A (4c. 41) egyenletrendszert megoldva A-ra és B-re, nyerjük, hogy 
A — M (8, a? A tgA I — C) Hl 
8, a2 A? (C — 8, a? A tg A 1) CA (C tgA I - 0, a? 2) " (4c. 42) 
M.(C tgA 1 -- 8, a? A) 


5 OBA B SA gAD FOXTCSAT TF OLE) " 


(4c. 42) figyelembevételével a keresett, inhomogén peremfeltételeket kielégítő parti- 
kuláris megoldás: 


90(x, £) —- ee Mosinot 
j oO, p" (C — Oo, a? A tg 1) 4 CA (C tgA 7 3 8, a? 4) 
: [[D. a? A tgA l — C) cosA x — (C tgA 1 4 8, a? 2) sin A x] (4c. 43) 


Az M külső nyomaték által keltett rezgésekre szuperponálódnak a sajátrezgések; a 
mindenkori rezgésállapotot jellemző Ü(x, t) függvény tehát 


Ü(x, t) — 06(x, t) 1 00kx, 2). 
A (4c. 39) és (4c. 43) összefüggések figyelembevételével 


ezzek sa az EAN E 
"8 02(C— 9, a2AtgA] FCA(CtgA 1 - 8, a? a) 


. [[/D2 a? A tgA I — C) cos A x — (C tgA 1 -- 8, a? A) sin A x] -- 


3 c 5 
tk 2 Isin4, x — Bek cos A hi (D, cos og, t 4 E, sin o, 2), 


v—1 
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B A 8 
ahol o a perturbáló frekvencia; A — mi 6), — 7; a A, értékek (4c. 22) gyökei. 


D, és E, integrálási állandók, melyek kezdeti feltételekkel rögzíthetők, 


30. — A példa szerint — figyelembe véve, hogy esetünkben a rúdvégekre felékelt 
tárcsák azonos méretűek és anyagúak, azaz 0, — 9, — a sajátértékeknek a 
2 0C a?A 


BAL gras 


(4c, 44) 


egyenletnek kell eleget tenniük, és a sajátfüggvények 


c i 
99) —— ggg cos x-hsindx (46-12...) (4c. 45) 
alakúak. 


A, meghatározásához mindenekelőtt a tárcsák 8 tehetetlenségi nyomatékát, vala- 
mint a rudat jellemző C, a? adatokat kell kiszámítanunk. 


Tudjuk, hogy tárcsa esetében 9 értékét az alábbi formula szolgáltatja: 
rsxhy 
2g 


ahol r a tárcsa sugara, h vastagsága, y fajsúlya, g a gravitációs gyorsulás. Példánkban 


0 — 


, 


— minden adatot technikai egységekbe átszámítva — 8 — 5 : 0,25 - 1073 m kg sec3, 
4 
C—-GI BET ölel B kt zt 
ú 32 BY 


Behelyettesítve a számadatokat (acél esetében a csúsztató modulus G — 8 : 105 kg/cm? — 
— 8: 10? kg/m9), kapjuk, hogy — 


C — 15,625 - 102 . x kgm?, 
a? — 1,025 . 108 . g m$/sec?, 
Következőleg (4c, 44)-et felhasználva, példánkban a sajátértékek a 


8 -r? 1054 
. 0,655 - 105 g242 — 24414 - 105 . g2 ? 


tg A 
illetve a 
; A 


egyenletnek tesznek eleget. A 88. ábrából láthatólag (4c. 46). legkisebb gyöke, 
amely az 


m — tg, 
üi A 
"2 008342 — 305 
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14, ng : 


Tt . Pápa 
-3 1 9 nr 4 A 
I , 
1 /7 hoz 
2 
JENNYTSYESTÁNERESET , ORR SEB 
-3 l2 008242-305 


88, ábra 


görbék metszéspontjának abszcisszájaként olvasható le, 
A, s 287, (4c. 47) 
s ezt igazolják a közelítő számítások is. 
A, a legkisebb sajátérték; a A,-hez tartozó sajátfüggvény (4c. 45) értelmében 
() —— 7 — cos A, x -k sin A 
pi(x) — Ora 1 X-t sin A, x. 


A megfelelő értékeket behelyettesítve; 


15,625 j 
pi(x) — — 5.975 05 2.87x -b sin 2,37x — 


— — 2,6 - cos 2,37x 4 sin 2,37x. (4c. 48) 


31. A 23. példa tanulságai szerint a sajátértékek a 


tg — (4c. 49) 


egyenletnek tesznek eleget, ahol a? — ss C—-—GI, a tengelyt jellemző adatok, 8 


a lendkerék tehetetlenségi nyomatéka, ! a tengely félhossza. Számítsuk ki először a 
szükséges számadatokat. 
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A lendkerék tehetetlenségi nyomatéka: 


hyo.v. (r; Hi r1) 


Eza e e 


2g 


(h kerékvastagság, y fajsúly, ro külső sugár, r, belső sugár). Technikai egységekbe 
számolva, esetünkben 


9 — 5 0,35 mkg sec3, (4c. 50) 
Továbbá 


Geci — 8: 105 kgyem3; Ya — 78: 108 kg/m3; 
a? — 1,025 : 108 9 m8$/sec3; (4c. 51) 
9 a? — r : 0,36 . 108, 


d?-t a tengelykeresztmetszetből számítva, 


d? ; 
IT 
A poláris nyomaték 
d: a d 1 
tt nFi — " 1074 
1,— 2 Si 8  8m Hi 


Következőleg 


y? 
doh! 
y tg 3) 
HANG E) 
A, 1 2 
mt 2 I 
-2 (9) 5 z a A 
ge 3 
10 N.y5-1275) 
1 
; 
15 


89. ábra 
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(4c. 49) értelmében tehát példánkban a sajátértékek a 


2 . . 106 
TES esz A (4c. 52) 


MELASZ gő 


karakterisztikus egyenletrek tesznek eleget. 
A 35. ábrából láthatólag (4c. 52) legkisebb pozitív gyöke — a legkisebb sajátérték — 
A, Av 0,55. Pontosabb gyökközelítés A, — 0,557 értéket szolgáltat (4c. 53). 


Az alaprezgéshez tartozó sajátérték éppen A,. Az alaprezgéshez tartozó sajátírek- 
vencia: 
041 kenne A, a. 


(4c, 51) és (4c. 53) figyelembevételével: 
wy — 1765,7/sec. (4c. 54) 


Ugyancsak a 23. példa eredményeiből kiindulva, az alaprezgést jellemző függvény, 
illetve függvények jellege (a két rúdfélben) a következő: 


774605 A, x — tg A, lsin A, x) (D cos o t -- E sin o) 2), 
01(x, 1) — —]sSsxsS0 


(cos A, x -k tg A, I sin A, x) (D cos a) t -t E sin o) 2). 


0Osxzsi 


Mivel tgA, l — tg 3 : 0557 — —9 95, (4c. 53) és (4c. 54) felhasználásával az alap- 
rezgést a 
(cos 0,557x -- 9,95 sin 0,557x) (D cos 1765,7t -- E sin 1765,72), 
V.(x, t) — —3sxs0 
(cos 0,557x — 9,95 sin 0,557x) (D cos 1765, 7t -t- E sin 1765, 72) 
0SxSö 
függvény, illetve függvények írják le. 
32. — Amint a 22. példában láttuk, a sajátértékeket meghatározó karakterisztikus 


egyenlet: 5 
. (8, 4 8) a CA 


Első feladatunk a 0), O,, a?, C adatok kiszámítása. A lendkerekek tehetetlenségi 
nyomatékát illetően ismeretes a 


9 — xhy(5—r is gy ÉL TT 
29 2 


formula (m a lendkerék tömege). Technikai egységekben számolva, a lendkerekek 
tehetetlenségi nyomatéka: . 

0, — 0,02 mkg sec, 

9, — 0,04 mkg sec3, 
I4 Parclális differenciál — 44231 m 
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Továbbá 
CG I, — 10,17 - 10? kg mt, 
a? — 6 — Gg — ]10,055 - 108 m? sec-?, 
BY 


A. megfelelő adatokat (4c. 55)-be helyettesítve, nyerjük, hogy esetünkben a saját- 
értékeknek a 
A 


egyenletet kell kielégíteniük. Grafikus közelítő megoldás — mint a 90. ábrából látható 
— a legkisebb sajátértékre a A, 5 0,19 (4c. 57) közelítő értéket szolgáltatja. Az ered- 
mény tized pontosságú, mindenesetre a gyök 0,185 és 0,195 között van. 


A 
——— görbe három ágból álló páratlan függ- 


Megjegyezzük, hogy az y — EEIGYTO 0017 
, mv. 


vény; a4—- VS 3 tk VIO0-? helyeken függőleges aszimptótája van. Meghatá- 
3 


rozott va, indextől kezdve a A, sajátértékek (v — 1) a vel közelíthetők (pl. As 5 7). 
Az alaprezgés sajátfrekvenciája : 
91 — a Az — 600/sec. 
34.  — b) A (4d. 4)-höz tartozó homogén egyenlet általános megoldása 
yn — A cosA x 1 B sin) x, 


és a (4i. 4) egyenlet egy partikuláris megoldása 


0 
y E O — XX, 
Pp 


A (4d. 4) egyenlet általános megoldása a horacgén egyenlet általános megoldásából 
és sz inhomogén egyenlet partikuláris megoldásából tevődik össze: 


V—yHyp—AcosAx4-BsinAx-b 5 x 


A (4d. 5) feltétel miatt 


nat 
il 
e 


tehát 
y - BsinA x -- HE 


A (4d. 6) feltétel figyelembevételével 


501 
ES Osig A 
adódik, tehát 
ke OI szig 
GRAZ ÁZEEEE DBDsginAlI sinAx-h or 
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§. d) 32—34. 


4. 


d ———űz———————————————.———Áh —.—lűŰ/—. ete eket ee ee ee ee eket e et 


eIGgY "06 


eln — —  — 


f 200-Z(ZEL ze 


u 


90-i 
ll 
ft. 2 


MuttUKETKNEEmtTElheme mt7e.————. kádtzzlíttádtsee A — 


14t 
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Végül a (4d. 7) feltétel miatt 
. OAL 
—  PsinAl 


cosA1-p§ — 0, 


ami 18-vel való egyszerűsítés és rendezés után a A, sajátértékek meghatározására a 
tgAl—Al (4d. 10) 


transzcendens egyenletet szolgáltatja. A sajátértékek a 91. ábrán látható módon 
grafikusan határozhatók meg az 


n7-é 
görbék metszéspontjaiból. 
A sajátfüggvények 
je es MEL SALRÉSÉ 1 x (4d. 11) 
jú P PsinA, 1 Vt 


ahol P — I E 22, a A, értékek pedig (4d. 10) gyökei. 
A kihajló nyomott rúd alakja tehát a rúdvégek e példában szereplő rögzítési 
módja mellett: 


BEN kZ 4d. 12 
IGT Sp V Pa IZEO TBE ask dá (ád. 12) 


b) A törőerő meghatározásához a legkisebb sajátértékeket kell megállapítanunk. 
A 91, ábrából látható, hogy 


£1 A5 4,5. 
7! 
Í 
JENKI EGE LEN 
,! 1278 / 
o, 


a OTT aa Se e TE e meg S——— 


te 
a? 
EN 
ur 
aa 
un 
"] 


Üeaetosmmmenznznammetzzetátét 
6 —  NÍs 
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Pontosabb megközelítés 


£r— 4,493 
értéket szolgáltat, következőleg 
4 493 
: sémi "Tt: 
és mivel a törőerő 
P,—A3IE, 
20,19 
döszdlnői (En IE 
35. Az 
P 
it PA EE 0: 2 asse dzs j c 
differenciálegyenlethez az 
y(v) — 0 (4d. 14) 
y(-0 (4d. 15) 


peremfeltételek járulnak, mert a felső rúdvég az origóban helyezkedik el, és tekintettel 
a befogásra, az alsó rúdvég érintője kihajlott állapotában is függőleges. 
Mint tudjuk, (4d. 13) általános megoldása: 


y — A cosA x -- B sin) x, 


A (4d. 14) feltétel értelmében 
y(0) — A — 0. 


(4d. 15) miatt pedig y"(]) — BA cosA l — 0 kell, hogy legyen, ami triviálistól külön- 
böző módon csak akkor következik be, ha 


A1—-(2v—Dz; (-12..) 


azaz a sajátértékek 


alakúak. A kihajló szál egyenlete tehát az 


i ke . 2v—leam 
y.,(x) -B, SIN —— 921 


alakú sajátfüggvények közül a v — 1-hez tartozó, azaz 


IL 


y(xy — B sin 5] 


X. 


Ha a törőerő után kérdezősködünk, a legkisebb sajátértéket kell kiszámítanunk; 
A, a v — 1 értékhez tartozik, így 
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összefüggés alapján a törőerő 
2 


P, I E. 


a T 
. 4B 


36. A (4d.8)-hoz tartozó homogén egyenlet megoldása 
yp — A cosA x -- Bsin) x. 
A (4d. 8) egyenlet egy partikuláris megoldása: 
M 
y Pp — K — — §.n ; 


következőleg (4d. 8) általános megoldása: 


y(x) — 4 cosA x 3 BsinA x — GEL 


(4d. 9) értelmében kell, hogy 


M 
y(0) —4—— — 0, 
azaz 
Ma 
4-—-p 


legyen, továbbá, mivel 
y (0 — BA — 0; Bs0 


így Be 
71 
y(x) — — (cosA x — 1). 
P 
Hogy7 a még kiegészítésre peremfeltételek — ti. az x — ! helyre vonatkozók — is 


teljesüljenek, kell, hogy 
y(l) — a. (cos4Z/— 1) — 0, 


y(]) — — kh. sin41— 0 


legyen, ami a 
cosA4/—], 


sn47/—0 


egyenletek együttes teljesülését kívánja meg. Nyilvánvaló, hogy akkor A ! 27 egész 


számú többszöröse kell, hogy legyen, azaz 


Alec 2pn, 
2 
17: 4-1? 


amivel a sajátértékeket meghatároztuk. 


(4d. 16) 
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A (4d. 16) sajátértékekhez tartozó sajátfüggvények — melyek közül az első jel- 
lemzi a kihajlott rúd alakját — alábbi alakot veszik fel: 


2 
y,(x) — 55. res e. x— li, (v —1,2,...) (4ád.17) 
ahol Me 
4 
P— I EX? — sé ta IE 
Hátra van még a törőerő meghatározása. (4d. 16) alapján a legkisebb sajátérték 
27 
A, — -— 
következőleg 
4.gr? 
P, — 9 IE 


37. A rúdra ható nycmaték három részből tevődik össze: egyrészt a P nyomóerő 
nyomatékából, másrészt a tugóban ébredő 0 rugalmas visszatérítő erő nycrratékából, 
végül a felső rúdvég vezetése miatt fellépő M) reakciónyomatékból. Így, az előjeleket 
is figyelembe véve, 

, M — P(y—y)—Ox4 My (4d. 18) 


ahol 0 — — Gy (C a rugóállandó), ya, a lehetséges vízszintes kitérés az x — 0 
helyen, és Md — I Ey" (0). A rúd y(x) kitérése tehát az 


Út sza M ] 
0 lta TET" Te 6y P y, 0 x 4 My, 
azaz az 


9 P y, — M, 
11 2 Set ez els sz 


(4d. 19) 


1 
differenciálegyenletnek tesz eleget, ahol szokás szerint TR AZ, A (4d. 20) egyen- 


lethez a felső rúdvég vízszintes kitérése és vezetése, valamint az alsó rúdvég csuklós 
befogása miatt az 
y(0) —y—— CO, 


y (0) — 0, (4d. 20) 


y() —90 (dd, 21) 
peremfeltételek járulnak. 


A (4d. 19)-hoz tartozó homogén egyenlet megoldása 
y0 — A cosA x 1- B sin) x. 


Az inhomogén egyenlet partikuláris megoldása 


0 
a — € x -k Ív, — 1 j 
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Így (4d.19) általános megoldása: 

v-—-y09 3 y99 Acosh xiBsinA x h5 a -- jei . — (4d.22) 
A (4d. 20) feltételek értelmében 


M 
Ady — 5 yo 
je zsés 
BA - VET 0, 
amiből 
M 
ELESÉS a (4d. 23) 
MEN 0 
SESZES SBEN 
Következőleg (4d. 22)-ba helyettesítve, nyerjük, hogy 
Mo 4 o Ma 
y(x) — -— p CSAx— 57 snAx-hőxTt Jo — B ! 
amit az 
M, A 3 
y(x) — TEA (cos A x — 1) 4 — FÉGI (sinA4x— Ax) Hy (4d. 24) 


alakba írhatunk. 
A (4d. 21) feltétel felhasználásával egyenletet nyerünk a A, sajátértékek meghatá- 
rozására: 


, ; (cos A 7 — 1) 4 ——5— (sinA7— A 1) 2 ya — 0, 


M 
IE) TECT 


vagy könnyebben kezelhető alakra hozva: 


sinAl M, M, 
— ——"cosAl—]— —9—JECA? 4d. 25 
A sajátfüggvények tehát 
M, 
y,(x) — TEX (cos4, x— 1 - EG (sin4 x— 4, xy— CO (4d. 26) 


alakúak, ahol a A, értékeket a (4d. 25) egyenlet gyökei szolgáltatják. A (4d. 26) képlet 
vp — 1 esetén adja meg a kihajlott rúd alakját. 


38. A figyelembe veendő erők a P nyomóerő és a 0 rugalmas visszatérítő erő. 
Ha a felső rúdvég lehetséges vízszintes kitérését yo-nal jelöljük, akkor 
9—-——C yo 


ahol a C arányossági tényező a rugó anyagi minőségétől függ. A P és O erők együttes 
nyomatéka; 
M—Ply—y)— Cyox, 
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és így a kielégítendő differenciálegyenlet 


P 
IE 


yt any e a; AS ez . (4d. 27) 


A (4d. 27)9-hez tartozó homogén egyenlet megoldása : 
yp — Acosh x Tt Bsin) x, 


a (4d. 27) inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldása: 


C 
B álszzi 5 X€4 yo 
és (4d. 27) általános megoldása: 
y(x) — A cos A x 7 szL EK (4d. 28) 


A (4d. 28) megoldásnak a differenciálegyenleten kívül bizonyos peremfeltételeket is 
ki kell elégítenie. Minthogy a felső rúdvég vízszintes elmozdulása yo kell hogy 


y(0) — ya (4d. 29) 
legyen. Továbbá az alsó rúdvég befogott volta miatt az 
y0) —y(0)—0 (4d. 30) 


feltételeknek kell teljesülniük. 
A (4d. 29) feltétel miatt 


y(0 — A t-yo — yo; 


4-0 


azaz 


s így 
. C 
y(x) —BsinAx 439 xb yos 


a (4d. 30) feltétel miatt 
C yo 


BsinA I 3- 5 


1--yo — 4, 


BA cosA 1 5 — 0, 
Mindkét egyenletből kifejezve B értékét: 
B — P3CI 
For BginaT? 
illetve 
zt C yo 
aze dd PA cosA 1? 


ami csak úgy teljesülhet, ha fenti egyenlőségek jobb oldalai megegyeznek, tehát ha 


PXiCI  Cy 
Jo PsinAl — PicosAt? 
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ez rendezés után a 


841 — [177] 


alakot ölti, és figyelembe véve, hogy P — I E)?, feladatunk sajátértékeinek a meg- 
határozására 


E 
821—[14790 A (4d. 31) 


transzcendens egyenletet szolgáltatja. A (4d. 31) egyenlet gyökeihez tartozó saját- 
függvények a következők: 

segg ölje at sg za e SAE 

vh) — oj Tr bp" PA, cosA, 1] (9492) 


ahol P — I E AZ, a A, értékek pedig (4d. 31) gyökeit jelentik. 
A kihajlott rúd középső szálának alakját jellerző függvényt a (4d. 32) függvény- 
rendszerből v — 1 helyettesítéssel nyerjük, tehát a keresett y(x) függvény: 


6 CsinAjx I 


TER" TEJZcosá, [[/ 


Megjegyzés : Moncottuk, hogy a C tényező értéke a felső rúdvéget közrefogó két rugó 
(vagy rúd) anyagi tulajdonságaitól függ. Ha a csuklós rúdvéget környező anyagban rugalmas 
sslzér sás nem ébred (pl. levegőben), azaz C — 0, akkor a 36. példában tárgyalt esetre 
jutunk, 


y(x) — ű SÍ. 


39. A rudat harmadolással három részre bontjuk, és kihajlását az egyes részekben 
külön vizsgáljuk, alakját is három függvénnyel adjuk meg. 

Az első harmadban koordináta-rendszerünket a rúd eredeti tengelyében, a P 
erő hatásvonalában vesszük fel, és az origót a felső rúdvégbe helyezzük. Ebben a sza- 
kaszban csak a P nyoméerő nyorratéka érvényesül, s így az első harmadban y— y) az 


yi tAy 0 (4d. 33) 
egyenletnek tesz eleget, ahol A? — 88 . A felső rúdvég csuklós rögzítése miatt 
yi(0) — 4 — 0. 

Következőleg 
yi(x) —Bsin4x.  (0Sxoc[I/3) (4d. 34) 


A második rúdrészben [//3S5xS 5) legyen, y — y.o(x), és toljuk el koordináta- 
rendszerünket a 0 húzóerők hatásvonalába, az origót pedig az eddigi x — 1/3 pontba. 
Ebben a harmadban a felső rúdvégen ható P erő és az első harmadoló pontban ható 
0 erő nyomatékát kell számításba vennünk, figyelve arra is, hogy P és 0 ellentétes 
irányúak. Tehát 

M — P(y, -t- a) — 02; 
ahol 


k l 
a— BsinA - , 
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e—- 


azaz az yi függvénynek x — //3 helyen felvett értéke. A nyomaték felírásánál a két 
rúdharmad koordináta-rendszereinek különbözősége abban jut érvényre, hogy a 
második harmadban a változatlanul ható P erő karja meghosszabbodik, 

Mindezek felhasználásával az y.(x) függvény az 


ZA P 0 
yo ——rgüet9 tTTEV 


differenciálegyenletnek kell, hogy eleget tegyen, ami rendezés után az 


Pa 2 —£—90 
E 


, 9 Ba ES ég 


(4d, 35) 
alakot ölti, (4d. 35) általános megoldása: 

P 
p—O 


Yy.— CcosxxH1tDsin xx — 


a. 
A koordináta-rendszer felvétele miatt 


P 
jasszszz kt] ss 0 
y2(0) c DP e o a , 
és a szimmetriaviszonyok miatt 
l do. 2: 58 
yo(l/3) — C cos x 7 TEZRMEEZÉ SZT s: 0, 
Ezen feltételi egyenletekből 


ezen eredmények felhasználásával nyerjük, hogy 


Z 
P 1 — cos x 
y()—5-g? cos x x— 14 ——— - sinxxI. 


Tekintettel arra, hogy 
P-IEX és 0O0-IE(?— x?), 


tehát y.(x) az 


Z 
a AZ l — COS X zt ; 
ye) —— ge jcoskx— 1-4 ——— ps sinxx (4d. 36) 
sin 7 


3 
alakba írható, ahol a — Bsin A 


e 


C9] 
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A harmadik rúdrészben a koordináta-rendszert ismét az eredeti rúdtengelyben 
fekvő helyzetében vehetjük fel; az alsó rúdrész kihajlását jellemző ys függvény ismét az 


47 P 
y3 t At ys — 0; MÉSZ 
egyenletet elégíti ki, mert a 0 húzóerők nyomatékai lerontják egymást, s így csak a 


P erő nyomatékát kell figyelembe venni. A (4d. 37) egyenlethez az alsó rúdvég csuklós 
rögzítése, valamint a szimmetriaviszonyok folytán az 


(4d. 37) 


J (1) ani 0, 
21 
93 8] — a 
peremfeltételek járulnak. A feltételeket is kielégítő megoldásként 
y3(x) — B sin A (/ — x) (4d. 38) 


függvény adódik. 

Hátra van még a), illetve x sajátértékek meghatározása. Ehhez észre kell vennünk 
azt, hogy mivel a rúd egyetlen töretlen vonalban hajlik ki, a harmadoló pontokban 
bizonyos illeszkedési feltételeknek is teljesülniük kell, mégpedig 


l 
vi la — 92 (0, 
(4d. 39) 


és 


a ő 
Ji 5) — yo (0), 


ef b , [21 
2 5) — y3 [5] . 


A (4d. 39) összefüggést már kielégítettük az egyik koordináta-rendszerről a másikra 
való áttérés alkalmával. 
(4d. 40) első egyenlete értelmében 


(4d. 40) 


l  aXt1—coszxlj3  BASsinA[/8 1— cos x [/3 


BZTSÉSA Eg amig" 
amiből 
sin x [/3 
zzli ÉG TESZÁEESEEKEEEET T [5 4d. 41 
MAS ATS ES eőB 18 089 


amivel — tekintettel arra, hogy x? — A? — e. — egyenletet nyertünk A számítására. 


Egyszerű számítással igazolható, hogy (4d. 40) második egyenlete ugyanezt a karak- 
terisztikus egyenletet szolgáltatja a sajátértékek meghatározására. 


4. §. d) 39—40. 221 


Eddigi eredményeinket összevetve, a sajátfüggvények rendszere az alábbi módon 
adható meg: 


(B sind, x; a rúd felső harmadában 


AZ sin A, a I — cos 1.3 d középső 
ző B ez Mr ae sz ezszzggőest, tét a rúd középső 
yb) — B ör TEÉSÉKÉKAS 4 3 1 99] harmadában 
SIN X, - 
3 
B, sin A, (l — x); a rúd alsó harmadában (4d. 42) 


ahol a A,, k, értékeket (4d. 41) egyenletből nyerjük. 
A példánkban szereplő rúd kihajlott alakját az alábbi függvénnyel jellemezhetjük: 


B sin A, x, 
[/ l 
AZ sin Ag I — cos 115 
y(x2)— !B Th eosx— l -- EZÉSE sinyyXxÍ. 
1 sin 3 


(B sin A, (/ — x). 


A törőerő számítása úgy történik, mint előbbi példánkban, tehát meghatározzuk 
(4d. 41) legkisebb A, gyökét, és akkor 


P, — A? IE. 


A A, és általában a A, értékek (4d. 41) alapján erősen függnek a k, A közti összefüggés szám- 
szerűségétől, vagyis a 0 húzóerők nagyságától. Meg kell tehát jegyeznünk, hogy a törőerő 
nagysága függ a húzóerők nagyságától — amint ez várható is volt —, és megfordítva, 
adott P; nyomóerő esetén a rudat csak meghatározott 0 erővel húzhatjuk a kihajlás veszélye 
ESLb Ai (4d, 41), tehát egyben a kritikus P, illetve 0 erők meghatározására is egyenletet 
szolgáltat. 

További megjegyzésünk az, hogy ha a rúd harmadoló pontjaiban nem húzó-, hanem 
nyomóerők hatnak, az e példákban ismertetett gondolatmenet minden további nélkül 
alkalmazható, csupán O előjele változik. 

Ha 0 — 0, akkor a 33. példában tárgyalt esetre jutunk vissza, Egyszerűen tárgyalható 
pl. az az eset, amikor P — 20 a húzóerő nagyságára nézve éppen a P nyomóerő fele, mert 


v 

40. A felfüggesztett m tömeg a rudat két egyenlő /7/2 hosszúságú szakaszra bontja, 
melyek mindegyikében más-más differenciálegyenlet írja le a kihajlási jelenséget, az 
első szakaszban ugyanis csak a P nyomóerő nyomatéka hat, míg a másodikban a P 
erőn kívül az m tömeg 0 súlyának is van nyomatéka. Jelölje a felső rúdfélben a rúd 
alakját jellemző függvényt y.(x), az alsó rúdfélben y.(x). Nyilvánvalóan e két függvény- 
nek törésmentesen kell az x — 7/2 helyen egymáshoz illeszkednie. 

P erő nyomatéka: 


akkor x — 


M, 5 Py,. (i — 1, 2) 
0 erő nyomatéka: 
M., — 0(y2 — 99) — mg (yo — 99), 
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ahol 


s. , yo — yi(l/2). 
Az yi(x) függvény az 


zs Ma B 
MSZT B TB 
differenciálegyenletnek, az y.(x) függvény pedig az 
ez aszt ÉR segg Mea 


2 TE IE 
egyenletnek tesz eleget. 
A (4d. 43) és (4d. 44) egyenletekhez a csuklós rögzítés miatt az 


yi(0) — y.() — 0 


yi (l/2) — yo(l/2), 
yi(l/2) — y(I/2) 


peremfeltételek és az 


illeszkedési feltételek járulnak. 
Tekintsük először a (4d. 43) egyenletet; rendezéssel ez az 
P 


yi TA yi — 0; LEE. 


alakra hozható; általános megoldása: 
yi — A cosA x Tt B sin) x. 
A (4d. 45) feltétel miatt A — 0, és így 
yi(x) — B sin) x, 


Rátérve a (4d. 44) egyenletre, az viszont 


gi ; 09, Pio 0 
2 2 ; 2. S — AZ És 
alakban írható. 
(4d. 44) általános megoldása: 
y.(x) — CcosxxzkDsinxxt pg: 
Az illeszkedési és peremfeltételek értelmében kell, hogy 
d gdb e; Z ; l 09 
B sin) 5 -Ccosx5 tTDsinx 5 PTO? 
l . I l 
BA cos A c ösai —Csinx5 t D x cos x — , 


Ccosx14Dsinx1t pzs 0 


(4d. 43) 


(4d. 44) 


(4d. 45) 


4. §. d) 40—41. 9939 


legyen. Figyelembe véve, hogy 


il i Z 
yo — ya — BsinA 5? 


fenti egyenletek rezdezés után, a B, C, D ismeretlen együtthatókra nézve egyenlet- 
rendszert szolgáltatnak. Az egyenletrendszernek triviálistól különböző megoldása 
akkor van, ha I 


0 zs Z Z . 
öles NTÁKSSEEÉK ! s: sé ks 
TÉsKa sinA z COS X 5 sin x 5 
l MEN Il gi 
A cosA 5 KSMNX5 —XCOSXg ssiÜ. 
P l I 
báo "47 cos x 7 sin x] 
Ez a fstssásátes kifejtve — figyelembe véve, hogy P — I EA2; 0 — mg, valamint 
felhasználva a trigonometrikus alapösszefüggéseket — az 
júg A Ü xSINx 5 
TEX 872 0 1IEx kés 
1 3- cos x 5 7 — 1 


alakra hozható; tekintettel arra, hogy x? — 4? — TE , a  (4d.46) összefüggés 


egyenletet szolgáltat a sajátértékek meghatározására. 
A sajátfüggvények — ugyanezen megjegyzések figyelembevételével — 


/B, sin A, x; 0 sz x sz [/2 
y (x) kj. 1 


C, cos x, x tt D, sin x, ás a sind, 5 ; jj2sxsil 
TE 


ahol A,, illetve x, alatt (4d. 46) gyökei értendők; (4d. 45)-ben az egyik együttható 
pl. B, tetszés szerinti felvételével a másik kettő — tehát a C, és D, állandó — egyértel- 
műen meghatározott. 


4l.  " A 34. példa eredményeinek felhasználásával tudjuk, hogy a törőerő a) és b) 
esetekben egyaránt 
.  20,19 


Pp— 5 IE. 


Öntött vas oszlopról (rúdról) lévén szó, annak rugalmassági modulusa 


E — 107 kg/cm? — 1019 kg/m8, 
Így 


20,19 
95 
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Amint az elemi szilárdságtanból ismeretes, négyzet-keresztmetszet esetén 


at 
I — 13! 
kör-keresztmetszet esetén pedig 
. din 
I — Ke 


A példánkban megadott behelyettesítéssel négyzet-keresztmetszet esetén 
Pr — 6,73 - 101 kg, 
és a megadott átmérőjű kör-keresztmetszet esetén 
P,, — 107 kg. 
42. A megengedett terhelés hatszoros biztonság esetén 


1 


P megeng. — 6 


P,, 


A törőerő mindkét végén befogott rúd esetén — amint azt a 36. példában láttuk — 


4?) 
P, — e E, 
Mivel 
2 
F — sésl — 0,2, 
ebből 
d? 18 3 
JT 


Kör-keresztmetszet esetén az JI nyomaték 


d: d? 1 
Ig" 6 

Az acél rugalmassági modulusa: 
E — 2 : 1019 kg/m3, 


— 


100 gr " 


Következőleg a törőerő 
P, te 25, 12 . 10£ kg. 


A megengedett terhelés az előírt biztonság mellett 
P -c 4,186 - 106 kg, 


megeng. " 


43. Első feladatunk a legkisebb sajátérték meghatározása, erre ugyanis mind az 
a), mind a b) pontban szükségünk lesz. 
Amint a 38. példában láttuk, a sajátértékeket a 


tgA l — 172 ja 


4. §. d) 41—43. 
egyenlet határozza meg, amit kis átalakítással a 
tg4 7 — Al ess 5 (A 0)? 
alakba is írhatunk. Bevezetve a A / — £ új változót, a sajátértékeket a 


86-81 e 
egyenlet gyökei, azaz az 
m -tgé; —§ 4 Én cb 56 iz 
görbék metszéspontjainak abszcisszái MENÉS 
18 cm oldalélű négyzet-keresztmetszetű acélrúdról lévén szó, 


0,184 
1 


I — 9 s 8,75 . 1075 m$, 


E — 2 : 109 kg m-? 


Minthogy . 
C — 35: I0kgm-1!; 1—65m, 
IE 
B 004, 7 
m-tgés 


12 —€-t 004 €7 


görbék — metszéspontjai 
közül a legkisebb ab- 


Esetünkben tehát az ssel 10 


szcisszájút kell megha- 2 
tároznunk. Jelölje ezt 
É1s ekkor a 92. ábrából 
látható, hogy j 
€1 A 4,6. 
Pontosabb gyökközelítés- 2 
sel az eredmény 
£. — 4,595, j 
-K -1 0 1 TM 2 x 
következőleg a legkisebb 7 Fi 
sajátérték B 
zt 
es É1 12: gé 
Z 
: 4 
— 4595 9919, 
5 92. ábra 


15 Parciális differenciál — 44221 


n:£1004 6 


LT 


( -EKKEKTÉETEHLLtLtEéLÖVemttGTEELté Kssss esaá sáá os s sat sel szeátss össz e seemekts szea átt tKKdtKTtKK 
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a) A kihajlott rúd alakját jellemző függvény — felhasználva a 38. példa ered- 
ményeit 
y(x) — yo (1 -- 0,238x -- 2,214 sin 0,91942). 
b) A törőerő: 
P, — I EX — 14,7 -105 kg. 
44. a) A — a? 3- B2. 
b) Egyenletünket. polárkoordinátákra átírva (1. az V. § 1. példát): 
92 ly vi l 92u 
stiatzög 
A J(yr és N(yr) az 


HTFA u — 0, 


1 ; 
VEZET fú vi 4]? — 0 


differenciálegyenletnek tesznek eleget, tehát A — y?. 
45. A négyszög oldalai legyenek az x — 0, x — a, y — 0, y — b egyenesek, akkor 
a sajátfüggvények: 


u 


. Mg . NI 
mn — SIN a x Sin JV; Mhz Ad sss 


b 
és a hozzá tartozó sajátértékek 


m mr? m xy? 
"ma 7 ez Új FF) 3 
46. A háromszög oldalai legyenek x — 0, y — 0, x 4 v — a; akkor 


ín TT sin TT Sági nt ama 
u. —sin — xsin —p in — xsin —. 
HA a a ? a g 


a 77? 2 2 


47. A membrán középpontját helyezzük polárkoordináta-rendszerünk középpont- 
jába, és sugara legyen R. Mivel az N (yr) NEUMANN-függvénynek az r — 0 helyen 
szingularitása van, csak / (yr) sin v(p — po) megoldás jön számításba. Tekintettel 
arra, hogy a u(r, p) p-ben 27r szerint periodikus, v egész szám. Így a megoldás: 


n .. Ga— . ei 
ünn — Ja [88 reosme; mez lssst nel 2 sze 


y ; j 
Un —Jm "RT sin m p; med 2osa ES dás 


ahol yi c Ym2 2 ree a T(x) — 0 egyenlet pozitív gyökei 


SZ 
Am - pz 


A csomóvonalak Yunp sugarú körök (u — 1, 2, . . . my), és egymáshoz - szög alatt 
hajló sugarak. ú 


4. §. e) 44—52. 227 
48. — Legyen p — 0, p — r a félkört határoló átmérő, akkor 
üss J eperjsemes sz 12 ; sza 
mn  " J/m R Pp; M- 2 dyssoz N— 1p4pose 


b 
Aaa ten P2 e 


49. — a) p — 90", a határoló sugarak p — 0, p — 5 K 
2 
tn 7 Jam [ERT] sin 2 me Ann — men, 


b) p — 60", a határoló sugarak p — 0, p — z 8 


9 


2 
um Jn SRrjsn3me, Ann — égen, 


Megjegyzés : Tetszőleges nyílásszögű körcikk sajátfüggvénye törtrendű BESSEL- 
függvények segítségével fejezhető ki. 


50. Legyen a két határoló kör sugara R, c R,. A sajátfüggvényt 
Unn — [A In Yma?) B Ne (Yym?) ] sin mp — 99) 

alakban keresve, a peremfeltételekből 

AT AVYan R,) 4 B Nan R,) — 0, 

A JIm(Vmn R?) tB Ne (Vmn RK) — 0. 
Ennek az egyenletrendszernek akkor van el nem tűnő (A, B) megoldásrendszere, ha 

JIn(Ymn R1) Ne(vmn R2) — In Ymn R2) Ny (Ymn R) — 0. 
Ezen egyenletből számíthatjuk a y,.n-eket, és 
Ann — Yi 


52. —— b) A kérdéses differenciálegyenletet ugyanúgy oldjuk meg, mint az 51. példá- 
ban, s így az x-től függő tényező 


p(x) — A cosA x 4 BsinA x CchAx-tDshAx (4f. 70) 


alakú, ahol A! — SZET , 0? tetszőleges állandó. i 
A (4f. 70) függvényt differenciálva, a feltételi egyenletekbe helyettesítve és ren- 
dezve, az ismeretlen együtthatókra az 
A tC — (0, 
B 3-D s (4f. 71) 
A cosA I 3 Bsin A 134 CchAltDshAl— 0, 
— A cosA Il — BsinA 14 CchAl 3 Dsh4A1—0 


2928 MEGOLDÁSOK 


homogén lineáris egyenletrendszert nyerjük. (Az egyenletek rendezésénél — ahol csak 
lehetett — A-val, illetve A$-tel egyszerűsítettünk, s ezzel a A — 0 esetet egyszersmind 
ki is zártuk.) 


i Fenti egyenletrendszernek akkor van megoldása, ha a rendszer determinánsa 
zérus: 
1 0 l 0 
0 1 0 1 
cosA 7 sin A / chA ! shA l 
—cosAl —sinAl chAl  shal 


amiből rendezés után a 


— 2sinA/chAl— 2shA I cosA / — 0, 


tgA/—thAl (4f, 72) 
karakterisztikus egyenletre jutunk. 
A (A4f. 72) egyenlet gyökeinek közelítő értékei az 


m7-tgeé é Al 
nm 7tgé 


görbék metszéspontjainak meghatározásával olvashatók le. A 93. ábra szerint a 83 leg- 
kisebb gyök közelítő értéke: 


£1— 393;  £2.— 707; —— £s— 10,21. 
A legkisebb sajátértékek pedig 


a e; NESZE A al 
7) 
A lhe 
7o-thé 
188 TS 98 8 
8 0 1 IT 3 2m £ 3r §, 


93. ábra 


4. §. f) 52—53. 229 


Mivel a (4f.71) egyenletrendszer homogén, abban az egyik ismeretlen szabadon 
választható, s ezáltal az összes többit egyértelműen meghatároztuk, 


A — 1 választás mellett az egyenletrendszer megoldása során a 


. chAl— cosAl 

— sinAl—shal? 
C — CI, 

. cosAl—chal 

. sinAl—shaAl 


kifejezések adódnak. A kapott eredmények felhasználásával a sajátfüggvények: 


cos A, ll — ch4, [ (shA, x— sin), x) 


p,(x) — cosA, x — chA, x -- sinA 1 —shA 1 ws1 23...) 


ahol a A, értékek a (4f. 72) egyenlet gyökei. 


53. —— a) A rúdvégek befogása miatt a rúdvégek sem el nem mozdulhatnak, 
sem el nem fordulhatnak. Az előző példánál részleteztük, hogy a kitérés és elfordulás 
tilalmát a 

9u 
——-ac0 
1 ax 


feltételek rögzítik, melyeknek most két helyen — ti. x — 0 és x— 7 — kell fenn- 
állniuk. 
Így a szokásos 


0944 9211 
IE az tt uF Aja 0 
differenciálegyenlethez az 
u(0, 2) — url, £) — 0, (4f. 73) 
stl sztó szí) (4f. 74) 
05 sz 9X ra 


peremfeltételek járulnak. . 
b) Az x-től függő p(x) függvényeket a már ismertetett módon nyerjük; 


p(x) — 4 cosA x BsinA x 3 CchA x -- DsShA x. 
Kizárva az A — 0 esetet, a feltételi egyenletekbe való megfelelő helyettesítés után az 
A tC sz Ü 
B tD sz 0, (4f. 75) 
A cosA 1 3- Bsin A 134 CshA/ 3 Dsh4l 0-0, 
— A sin4 ! -4- BcosA 13 CchA/-t-Dch4Al-0 


egyenletrendszerre jutunk. A (4f. 75) egyenletrendszer megoldhatóságának feltétele : 
! ! 


1 0 ij 0! 
0 1 0 I 0 chzAl—sh?Al— 2cosAlchál- 
cosAl  sinAl chA l shA l -b cos? A 7 -- sin24 7 — 0; 


—sinAl cos A / shA 7 cha Z 
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tendezés után a 
cosAl chAl—1 (4f. 76) 
sajátérték-egyenletet nyerjük. 
A (4f. 76) egyenlet megoldásait legegyszerűbben grafikusan, az 


TM — cos § 
1 )6§7Al 
Mm ehe 


görbék metszéseiből határozhatjuk meg; amint a 94. ábrából is látható, és valamely 
gyökközelítő módszerrel még pontosabbá tehető, a legkisebb gyökök közelítő értékei: 


€1 — 4,13; Hé zza 1,85; 63 s 11 
[/ ] 


94. ábra 


Az ábrából közvetlenül leolvasható £, gyökökből a sajátértékek a 


4 ajó 


it 


l 


összefüggés alapján, a sajátírekvenciák pedig az 
:zzsátő e -]/IE 
K 0 bá K y s 
úÚ A B " uF 


egyenlőség felhasználásával számíthatók. 
Az egyik együttható, pl. A értékét tetszőlegesen választva, a (4f. 75) egyenletrend- 
szer többi ismeretlen A függvényében meghatározható. Ha 


ási 


4. §. f) 53—54. 231 


akkor C sza], 
. SinAl--shal 
— cosAl— chal? 
v. ( sinAl shall 
—  cosAl—chál 
adódik, s így a sajátfüggvények 


p,(x) — cosA, x — chA, x 1 B (sind, x—shA, xy) (v—-l,2...) 


(4£. TT) 


— B 


alakúak, ahol B, értékét az (4f. 77) összefüggés definiálja, A 
egyenlet gyökei értendők. 
54. b) Az előző példákhoz hasonlóan 

. epnF 


p(x) — A cosA x t- BsinA x t CchAxt DshA x; MF gt 


alatt pedig a (4f. 76) 


y 


A (4f. 16) egyenletek figyelembe vétele az együtthatókra nézve az alábbi homogén 
lineáris egyenletrendszert szolgáltatja: 


A -HC — 0, 
B ttD — 0, (4f, 78) 

— AcosA 1 — BsinA 13 CchAl13 DshAl- 0, 

Asin 1— BcosA 1 34HCshAl/34Dch4Al- 0. 


Ennek akkor van megoldása, ha 


1 0 1 0 

0 1 0 1 ho 
—cosAl —sinAl  chAl shall 
sinAl — cosAl shaA 7 chal i 


Ez a determináns kifejtés után a sajátértékek meghatározására a 
cosAlchál41—0 (4f. 79) 
egyenletet adja, (4f. 79) gyökei grafikusan, az 


m — cos § 
1 eza 
MET ehe 


görbék metszéspontjainak abszcisszáiból, Éé, — A, egyenlőség figyelembevételével 
meghatározhatók, 


A legkisebb sajátértékek (95. ábra) a 


4,694 


1,875 


h41—-— Te; 


Az 


értékek, 
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1 
Te chE 


95. ábra 


A sajátfüggvények felírása ugyanúgy történik, mint az előző két példában, (4f. 79) 
gyökeinek meghatározásával a sajátfüggvényeknek egész rendszerére jutunk. 
58. A peremfeltételek, melyek a hajlító lengések differenciálegyenletéhez járulnak: 


9u 
u(0, t) —- öz, ti 0, 
l zz0 
92 ! 
9x2 s 0, (41. 80) 
xzz] 
994 
IEZG — D ul, 2). 


[ sm 
A megoldás menete ugyanaz, mint az előző példában; a helyfüggvény 
p(x) — A cosA x 8- Bsin A x tt KchAx 4 LshA x. 


p(x)-nek most a (4f. 80)-nek megfelelő egyenleteket kell kielégítenie. 
Az x — 0 helyre vonatkozó feltételekből az 


—A —K, 


—B-L 
egyenlőségek következnek. Így 


p(x) — A(cosA x — chA x) -- B(sin A x — sha x). (4f. 81) 
A feltételi egyenletekbe való helyettesítés során az alábbi egyenletrendszerre jutunk: 
A A? (cos A 1 3- chA 1) -- BA? (sin A / 4 sh A 1) — 0, (4f. 82) 
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A [/ E 2? (sin A 7 — shA 1) — D(cosA ! — chA 1] — 
— B[I EX? (cosA Z 3- chA 1) 3- D(sin A 1 — shA 0)] — 0. 


(4f. 82) akkor oldható meg az A, B együtthatókra nézve nem triviális módon, ha 
determinánsa zérus, azaz 


At(cosA 7 3- cha 2) A2(sinA 7 4 shaA 2) : 
I E23 (sin A 1 — shA 1) —D(cosA1—chA]) —IEAR(cosAl-chal — ] — 0, 
— D(sinA ! — shA 1) 
ami kifejtés után, a trigonometrikus és hiperbolás függvények közti alapösszefüggések 
felhasználásával a sajátértékek meghatározására az 


a. shAlcosA7— sind [chAl 
sSGA 1 3 cosA /chal (81. 83) 


transzcendens egyenletet szolgáltatja 
A, — sin A, 7 3- shA, il (4f. 84) 
(4f. 84) választással (4f. 82) első egyenletéből 
B, — — (cosA, l 3- cha, 0) (4f. 85) 
A sajátfüggvények (4f. 81) és (4f. 84), (4f. 35) figyelembevételével 


p,(x) — (sin A, 1--sh a, 1) (cos A, x— chA, x) — (cos A, 7 3- chA, 1) (sin A, x — shA, x) 
(o 12) 
alakúak, ahol A,-t (4f. 83) határozza meg. 


59. A lengéseket leíró u(x, t) függvénynek a szokásos differenciálegyenleten kívül 
az alábbi peremfeltételeket kell kielégítenie (indokolásukat lásd az előző példák meg- 
oldása során): 


— 0, (4f. 86) 


A megoldás menete azonos az előzőkével, a változók szétválasztása a 
p(x) — 4 cosA x 4 BsinA x CchAx-tDshAx 


alakú függvényre vezet. Az x — 0 helyre vonatkozó feltételek 


p(0) — p" (0) —0 
miatt 
4—-—Ch0. (4f. 87) 
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Az x — ! helyre vonatkozó peremfeltételek a 
— BA cosA1-- DA3chA1l— 0, (4f. 38) 
B(MgA cosA 1— I EZ? sin) 1) 3 D(MgA chA 173 I EA?tshAh) —0 
egyenletrendszerre vezetnek. 
(4f. 88) megoldhatóságát az biztosítja, hogy ha 
] —A3 cosA / A? chAl 3 sjj; 
MA cosAl— IEXtsinA l MAchAl3 IEAXSsShAlj 


amiből kifejtés és rendezés után — a A — 0 esetet kizárva — a 


2 MM, 


tg41— thAl1— 557 


(4f. 89) 


egyenletet nyerjük. 
(4f. 59) gyökei feladatunk sajátértékeit szolgáltatják. 
(4f. 88)-ből B — 1 választással 

. cosA,l 


EESZSSRAi 


(4f. 90) 


(4f. 87) és (4f. 90) figyelembevételével a 


cos A, ! 
— 1 EZÉSE ÉR sé E 2 ... 
p,(x) — sin A, x -k ha 1 shA, x (v -1,2,...) 
sajátfüggvények adódnak, ahol a A, értékek (4f. 89) gyökeiként határozhatók meg. 


60. Amint az előző példákból kiolvasható, a peremfeltételek 


9 
0 IZ —— — /.. 
u(0, 1) — . 0, (4f. 91) 
931 
— — 0 4 . 
-z-J (4f. 92) 
9 92 
M, iz. : SE tt LEZG j § 
, 5] ]l r—17 


Ugyanolyan gondolatmenettel, mint az előzőkben, adódik, hogy 
p(x) — A(cosA x — chA x) -4- B(sin A x — shA x). 
(4f. 88) értelmében az alábbi egyenletrendszernek kell fennállnia: 
A XA? (sin A I — shA 1) — BA? (cosA 7 34 chA 1) — 0, (4£. 93) 
AA [M.(sin A ! -t shA 1) 4 I EA (cos A 7 3- chA 0] -- BA [Mo(chA 1 — cosA 7) -- 
FH IEA(sinA1--shA 2] — 90. 
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(4f. 93) triviálistól különböző módon való megoldhatósága megköveteli, hogy 


A3(sin A / — shA 7) —A (cos A / - cha 2) 1 
M9 A (sin A 1 -- shA 1) -k- MA (chat — cosal 3  —0 
-k I EAt(cosA ! -4 cha 1) tz I EA: (sinA 13 shal) : 


legyen, ami kifejtés után, a trigonometrikus és hiperbolikus összefüggések felhaszná- 
lásával az 


Mo(tgA 11 thA2l 4 IEA pig ús sel gatő ssh (4f. 94) 


karakterisztikus egyenletre vezet. 

A, — cosA, 7 7- chA, l 
választással (4f. 93)-ból 

B, — sin), l — shA, I. 
(4f. 94) gyökeinek ismeretében az A, , B, együtthatók egyértelműen meghatározhatók; 
a sajátfüggvények pedig 
p,(x) — (cos A, 13- chA, 7) (cos A, x — chA, x) -- (sin A, I — sh A, 7) (sin A, x— shaA, x) 

(ív — I, 2, . . .) 

alakúak, ahol A, (4f. 94)-ből számítható, s ezzel feladatunkat megoldottuk. 


5. §. Biharmonikus differenciálegyenlet 
a) 


1. Az eredményt közvetlen differenciálással vagy pl. az alábbi meggondolással 
nyerjük: kindulunk az 


1 4 dx dy -b sa ds (5.11) 


azonosságból, és alkalmazzuk azt az Tr, , 
ra körívekkel, illetve pi, pa szögekkel 
határolt körgyűrűcikk alakú tartományra 
(96. ábra): 


Das — [72 5 dp — [7 Alp 


F Én 


T, r, 


4) 


Tr 
tn 


r 0p 


Te 
a. 
1 


Ta . 
l of da TS 
ár — ás (5.12) 


96. ábra 


ő! 3 
(5.12) első két tagja a következő módon írható: 


fp na dp — [aran mi ra Ar. do dr; (5.13) 


Ti 04 
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hasonló módon (5.12) két utolsó tagja is átalakítható: 


1 9j 1 ef 
fa fed 


ri T1 
91 fs 
(5.14) 
TVT, €e 
0 ( df 
7 fő 6é jő 
T1 €i 
Polárkoordinátákra áttérve: 
dx dy — r dr do. 
Helyettesítsük (5.13)-at és (5.14)-et (5.12)-be, ekkor azt kapjuk, hogy 
— ((T2I df 07f 1 
JJ afrárdo — [[/d ir sz 7 ög8 dr do. (5.15) 


Mivel az (5.15) azonosság bármely r, , r, , illetve py, pa választása esetén teljesül, tehát 


df. 1 82 
szi: fő 5, 
4f — 2 EKE sr) öga[ó (6.16) 
A differenciálást elvégezve: 
Af — 9?f 1 of l of 


— 92  r99?  rOor 
adódik. A A operációt kétszer alkalmazva, A4f polárkoordinátás előállítását nyerjük: 
82 1] 92 1099(rof 1 9yY 10f 
ső bt ösi Ter eétazétrer] 
4. —— (5.16)-ból 
l 22 
A ági" 


o 19 9 92 6) 1 9 9f[/ 9 
drl zt tág Fel F Ör Fe ha 
l 93u lidf 9/f/ 9 92 
szánra Té és] ria 
9 1 9f[/ 9 l 92 1 9 
ERNE 3a GEZA zltBi 1 GKÁEN VES AR MSZELNBR] [doh ÁT ESE r2 A. 
ör" E 57 [/ Ta in F 
ag. e. d. 


5. A 3. feladatból u valóban kielégíti a biharmonikus egyenletet, 
A kielégítendő peremfeltételek: 


aj — hím a] 780 
re 


ro 
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mivel 

ulr—o — üz] r—o — h(g). 
Az u, harmonikus függvényt az u] r.., — h(p) peremértékhez tartozó DIRICHLET- 
feladat megoldásaként kereshetjük. 


Másrészt 


91 9ü 
al -2entz]l 70 (5.17) 


Tszp re 


Felhasználva (5.11) azonosságot és az us harmonikus voltát, 


r 9u 
a 2 Au) — 0. 
e Or mor 12) 
Így a 
r 99 
MOM ga (5.18) 


függvény kielégíti a LAPLACE-egyenletet, és a kör kerületén (5.17) folytán g(p) értéket 
vesz fel. Tehát (5.18) függvény a g(p) peremértékhez tartozó DIRICHLET-feladat 
megoldásaként állítható elő. Mivel ús. ismert, (5.18)-ból a keresett u, függvény 
kifejezhető. 

4. A megoldásfüggvényt a következő alakban keressük: 


u—(PR—-9)urt üz, (5.19) 


ahol u; eleget tesz a Au, — 0 egyenletnek, és u2]r-, — Cd. Mivel az u, — C függvény 
harmonikus, és kielégíti a peremfeltételt, a megoldás egyértelműségéből következik, 
hogy 


Us te CC; 
C 2 
Hasonlóan uj függvény u sz 20 peremfeltétel mellett a 4Au, — 0 LAPLACE- 
egyenlet megoldása kell hogy legyen, így 
6 
ús 30 ; 
ezért (5.19)-ből 
r2 — 02 
u — 9 Cs -- Ci 
b) 


8, A megoldás u — (—1 7 r?) u, 4 u, alakú, ahol Au, — 0, és ú2/r-1 — sin Ü. 


. 1 sin a 

Sz laz) aa sake ES — ez eésszsee 5.2 
öz sz ( A szagat (9529) 
0 
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Az (a — 0) — op helyettesítéssel: 


2a 22 — 9 
sín a . Hi sin (e Gt: 9) ii 8 
J 1 -- r? — 2r cos (a — 0) da. — ) [- Fr —drcosp dp — (5.21) 
§ —b 
SztezeYő 2n — öö I 
; cos p sin p 
"sz —— za d B NEEE zek RESZT 1-N 
sség 1 -- r? — 2r cos p fit 608 sss szét 


A te gő helyettesítéssel: 


2 — 0 


cos p -- 2ar 
SES ENEN tsáseket SEMÉSESNEM 1 kessőtél 
MESE ESETET Áá ae] azárt 35] Ej ee her? 
S tizárS (5.22) 
27 —? 00 
4) . 1 2t 
sás doszár b TT 11 dt — 0. (5.2 
i 1 -k r? — 2r cos gp P-T1—r ara ET; el (5.23) 
EA ját i 
A két értéket (5.21)-be, majd (5.20)-ba helyettesítve, 
: 9u . 
Us, —rsinÜ, az ú0 


adódik. 

A A(2u, -- r sin 0) — 0 LAPLAcE-egyenletnek (2u, -t r sin Ü)r—o — cos Ú perem- 
feltételhez tartozó megoldását ismét meghatározhatjuk a PoIssoN-integrál segít- 
ségével. Ebből 


2m 


9 faszi 1 (1 — r?) cos a 
u -k rsin 2x ) 1-3 r2 — 2r cos (a — 0) 
0 
27 d 27— 0 
cos a da cos p 
PRGSESRNEBE Sztségeltzés agsttbettz NENT SY] Mi dog az 
TT Esssze ős ss Is 2 — 2r cos p P 
0 . — 7 
22— 70 j 
j sin p 
ssgáe 1, zzz les 
7 Reg ESET 
—? 
(5.22) és (5.23) felhasználásával: 
27 
cos a. da. . 2gr bzs 
GETE TETTÉT ET ki 


0 
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Ebből 
2u, trsin Ü — r cos Ü, 
uj — 5 (cos Ü — sin 0) 
A megoldásfüggvény: 


—(1— r ; s 
u — A (cos 9 — sin 0) 4 r sin 0. 


9. A megoldást u — (r? — 4) u, 3- u, alakban keressük. 


27 


. 4—r sin Ü 3 4 
sze] TET BENCIEEBNT PIEGYT ODAN ] gli 
0 
27 5 
sinÜ t4 sin 
fú 4-4 r? — 4r cos (a — 0) d04 [őcAz zat 
e 0 
4da 
4] TETT cos (a — 3) " 
0 
2n . 
sin Ü új xrsin? 
VET —4rcos(a—0) 4—r? 
0 
877 
a Tarca ő) "4—r? 
így i 
r sin 
U2 — 2 t 4, 
másrészt? 
2n 
4 — r? sin 5 


r 
4. — SI s ze LES eze ÉSE Ée át sms 
TAM 2 4 -t r? — 4r cos (a — 0) sú 


Felhasználva, hogy 
a 1—cosa 


2 1—cosa 

sin a 5 ; 
2 

1 — cos a 29 658 

[pasa ező —4—r 4—n I 
j 1 

Tr r 

in tzsnp—5z— pcosü, 
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ebből 


u, — — — 18 (cos Ú -- sin 0), 


1 
8 
—4 7 r? 


A er al, rsin0 
MEg ő h JJ ljná ls al 1 ha 


2 


- 4, 
A függvény értéke az r — 1 belső körön: 


29 3 11 
tg 050 b Tg sin 0. 


u — "8 T 76 


irs1 
10. — A feszültségfüggvénynek a következő határfeltételeket kell kielégítenie: 
08F  O2F 


95 Ty — 0, ha y— -tb, azaz SZ axgy A) 


92 
c, 7 0, ha x—l, AZAZ za — 0, 

tehát 

F — C(l — x) (y" — 359), 
és 

2 

Tey — 8 C(y? — 53) 
92F 0 


A tartó egyensúlyfeltételéből következik, hogy r,, nyírófeszültségek eredője 
egyenlő —P-vel. Azaz 


b 
h ! 3 CW? — b?) dy — —DP, 
mb 


xb 


[07-84 -—58 
—b 


C és P között a következő összefüggést nyerjük: 


DP 
Eszes 


2 


12. — F harmonikus függvény, tehát biharmonikus is. Az előző feladat eredményének 
felhasználásával § 


5. §. b) 10—14, 241 


tehát a P ponton átmenő valamennyi keresztmetszet a P pontot kivéve feszültség- 
mentes. A feladat megoldására jutunk, ha a félsíkot úgy helyezzük el, hogy a két 


határoló félegyenese p — a és p — r 4- a, Az r sugarú kör mentén támadó feszült- 
ségek által keltett erő: 


(C)p — 9 cos P; 


9g-a 


1 x--a 
— P — ] 7 cosprdp— —ekPÍ9a E] —kPrm, 


a 
—űi 


ebből 
l 
k — —, 
It 
öl Zöjéset ák 
13.  —P—— 2Pr[) 4 Al , 
l 
k — 312 g sin 2]. 
2 
14. p(x) FoOURIER-sora: 
p(x) — 2 a, cos a, Xx, (5.24) 
ahol 
—]jn 2 8 ; 
jét eg SE SK ES eget 
n ac a 


A peremfeltételek a következők: 
ji 
y — 0 helyen 7 -— h p(x), Txy — 0. 


Az A,, illetve B, konstansokat a kielégítendő peremfeltételekből számítjuk ki. 
gy 7 — D(A, 1 ony B.) ez" cosa, x, 
n 
Ty — — 2(4,—B, d any B) es sina, x, 
n 
kes PG) 
(7 )y-0— — 2 A, cos ax — ÉT (5.25) 
n 


(Teyy- KERET 2 (A, Te B,) sin Ön X -— 0 


16 Pareclális differenciál — 44231 
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(5.25)-be behelyettesítve p(x) (5.24) előállítását, együttható-összehasonlítással a követ- 
kező értékek adódnak; 


4, —B,, 
1 
4,  — Fi a 
Az értékeket (5.6)-ba helyettesítve: 
KT 1 nny]-S 0 nax 
ll ks 27" CA hát COS7 7 


15. A feszültség komponensei a következők: 


323 ll től 
Th - [ta —2B) tayB]e7"y cosa x dx, 
0 


y-zga 7 ] (A 3 a y B) e79 cos a x da, (5.26) 


0 


ag 
II 
fe 
II 


oo 


jós zzatatt TT "eaz j [A — B) tayB]e7" cos a x da, 


a 


A, illetve B együtthatókat a következő peremfeltételekből számíthatjuk ki: 


KS .. PC) 
azy — 0 helyen r,, — 0, gyes 
(5.8)-at (5.26)-be helyettesítve, A illetve B-re a következő kifejezéseket nyerjük: 


2p sind c 
xh a ? 


16. A centrum lehajlása az r — 0 pontban: 


5. §. b), c) 15—20. 


17. A lehajlásfüggvény: 


Dw-risinp Sa — 312) — (28 — 312 -k- he 


1 IT 
az tP— -—, hp - 2 Pontban: 


9 ) 
jaja ize 1 

"gyer 

18. A lehajlásfüggvénynek ki kell elégítenie a 


919 94 91 1 tx. Ty 
ax Tt? agyi Tt agpa 7 90 ping sing 


differenciálegyenletet a következő peremfeltételekkel: 


92 
ha x— 0 vagy x—a; 0—0 és zi 0, 

924 
hay—O vagy y—b;w-0 és sz 9 


Nyilvánvaló, hogy a megadott alakú w kielégíti a peremfeltételeket. 
A differenciálegyenletbe helyettesítve: 


243 


il 2 1). mx.mnxy ga . ny 
4 köböl Ps ate EL lets T POR ÉtS 
Cm [a rág 5 zpt aj" sin 5 p in —— sin b? 
— S) 
Stan 1 187? 
at gi 
tehát 
w — 1 TI sin — sin e" 
col 
Ez akkor maximális, ha x — ; , y — sé8 vagyis a lemez középpontjában 
Wmax — . 1 9 y 
a4DÍ— 3 — 
jú a 7) 
g 4 a at 1 (204 hnx 
20. b szss Be 3 TT. 
wz; (xt — 2ax? 3- ax) — mD ZBrEDő 


l6k 
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A lehajlásfüggvény tehát 


44 £ 
wW — p áz SZ gb ch 


m ar m Tt may . max 
Hm SZG ze sin —  . 


Ezt a peremfeltételekbe helyettesítve, az A,, és B,, konstansok meghatározására a 
következő egyenleteket nyerjük: 


4. mxb  meab manb 
hatar -k An ch- 57 --— - ag a sh "94 — 0, 
b 
(An 12B,) ch b Ba ES 0. 
Ebből 
JÁ zzz 2(cm tham PF — szuz 
m nőmőcham " 95 mő cha 
ma b 
ahol am EZ Sg 


Tehát végeredményben 


4 g at (amtham 2) , 20ny a. ly , 2any]. mnx 
— 1-5 B eh ir eszét E Ti — 
n5D mas 2chan b 2chan b b 

Szimmetriaokokból nyilvánvaló, hogy a lehajlás a lemez középpontjában lesz maxi- 


s a FERT e ; 
mális, azaz az x — 2ryz 0 helyen. A fenti értékeket w-be helyettesítve; 


4 gat (—1) ? c amthant2 j 
vili KET tagááala SES gegek eze zt 


wW z ——— — 
max 5 
Jt D mz-1,3,5... 2 ch 0-m 


5 
21. H.H w-— 560(a 7 10298 Tex) — 


299 at 2, (—Dmt in TX 
5-6 ari ; 
z5D éz, mm a 


4 co HE 1 
seg jat 
m-1 


many 


D 975 m5 Azta zóa 
ahol 


mab. mab 
JEŐEMSEZO KSZASÁSÉST — 11mt-1 
B- da aa 7) 


An — — Cöszökei ú. 
Jő mő ch LÜRL 
2a 
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j ússslteő a 
A középpont koordinátáit x — —, y — 0. 


2 Sz etés 
99 at 9, (—1mti T 2a s Z2a 
— 10 SELENA 
(wa ——- NM —— 6 —— 12— — —— 
x-z 3 y7-0 D éz, m5mő 


FÜGGELÉK 


Ebben a függelékben két olyan módszert, illetve az azokhoz szükséges matematikai 
segédeszközöket ismertetjük, melyek alapvető jelentőségűek a matematikai fizika 
differenciálegyenleteinek megoldása terén. Az egyik a FHoOURIER-sorfejtés, a másik 
pedig a LAPLACE-transzformáció módszere. 


a) Fourier-sorfejtés módszere 


A FouR1ER-módszer két lépésből áll, melyek közül a probléma természete 
szerint esetleg csak az egyikre van szükség: 

I. Parciális differenciálegyenletünk olyan szorzat alakú megoldásait keressük, 
melyek az előírt mellékfeltételeket (ill. azok egy részét) kielégítik. Ezen feladat meg- 
oldása során egy, a parciális differenciálegyenletünket kielégítő függvényrendszert 
nyerünk, és ez a függvényrendszer az egyik változó értékét rögzítve, a másik (többi) 
változóban teljes ortogcnális rendszert alkot. 

II. Az összes mellékfeltételeknek eleget tevő megoldást az előbbi függvények 
szerint haladó végtelen sor alakjában keressük. Ennek együtthatóit úgy határozzuk 
meg, hogy a még ki nem elégített mellékfeltételt az adott ortogonális rendszer szerint 
sorba fejtjük, és ebből számítjuk a megoldásfüggvény még ismeretlen együtthatóit. 

Azoknál a műszaki lengéstani feladatoknál, melyeknél csak a sajátrezgés frekven- 
ciáira vagyunk kíváncsiak, elegendő az első lépés, éspedig olyan szorzat alakú megoldást 
kell keresnünk, amelynél az időtől függő tényező szinuszosan változik. Az így nyert 
sajátfüggvények szerinti sorfejtésre csak akkor van szükség, ha a berezgési folyamatot 
akarjuk vizsgálni. 

A következőkben néhány példán bemutatjuk a módszer alkalmazását, 

a) LAPLACcE-egyenlet: 


92 92 
esni at lmi (1) 


Legyen a tartomány a koordináta-tengelyekkel párhuzamos élű aszxcs b, 
cSy s d téglalap, és legyen adva a függvény értéke a peremen: 


u(a, y ) — f D(y ), 


csy Ed, 
u(b,y) — TX), 
u(x, c) Ez ff), ! asxzs b. 


u(x, d) — JP), 
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A feladat visszavezethető azon speciális esetre, hogy a négy fő közül három 
azonosan zérus. Ugyanis ha ennek a feladatnak a megoldása ismeretes, akkor az 
általános feladat négy olyan megoldásfüggvény összege gyanánt állítható elő, melyek 
mindegyike a téglalap egyik oldalélén az előírt peremértéket veszi fel, a többin pedig 
azonosan zérus. 

Legyen például 


fly) — fr) E 0, 


és 
19 —19—fp—0. 
Legyenek 
u — X.Y.) (n—1, 2...) 
olyan megoldásai az (1) egyenletnek, melyekre 
X.(a) — 1, X.(5b) — 0, 
Y (c) — 0, Y(d) — 0. 


Ezek a partikuláris megoldások az egyenletnek két, csak a X, , illetve csak a Y, függ- 
vényeket tartalmazó egyenletre való szétválasztásával határozhatók meg. Ekkor az 
adott f(y) függvényt az 


f(w) - 3 An Yu) 


sor alakjában állítjuk elő. Speciális problémánk megoldását az 


függvény fogja szolgáltatni, 
Legyen a tartomány a o sugarú körlemez, és legyen adva a függvény értéke a pere- 
men. Áttérünk polárkoordinátákra. A peremfeltétel így írható: 


u(r — 9, p) — fg). (0 pt 2) 
Keressük a polárkoordinátákra átírt (1) egyenlet azon szorzat alakú 
u — R.(r) (e) El 2 9) 
megoldásait, melyekre 
R,(9) — 1. 


Ekkor az f(p) függvényt az 
f (p) — 2 A, D,(p) 
nzez 


alakban előállítva, feladatunk megoldását az 


függvény szolgáltatja. 
b) Hiperbolikus egyenlet: 


sz a? —— (a? - 0). (2) 
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Legyen a tartomány ismét aza SxSb,csy E d téglalap. Keressük a (2) egyenlet 
azon u(x,y; $) megoldását, mely homogén peremfeltételek mellett az 


u(x, y, 0) — f(x, y), kese — g(x,y) 


kezdeti feltételeket elégíti ki. 
Először meghatározzuk azon 


u — XV(x) YV(y) TÖ(2), u — XO(x) YÉ(y) TO?) 


partikuláris megoldásokat, melyek az adott homogén peremfeltételeket kielégítik, és 
amelyekre 


T9(0)—1, T$(0—O0; TO(0)—0, TO(0) — 1. 


(Ezen u, megoldások meghatározása ismét az egyenlet szétválasztásával lehetséges.) 
Az adott f(x,y) és g(x, y) függvényeket az 


fx,y) — DAP XP(x) YDW), gy) — ZP XÖKX) YI) 
sor alakjában előállítva, a keresett megoldás 


u — SAD at) -p DAP ata 
lesz, 


c) Parabolikus egyenlet: 
92 , 92u 91 
88 gy - 3£ (a? - 0). (3) 
Tekintsük azt az eddigiekhez képest bonyolultabb feladatot, melynél az egyenletet 
inhomogén, de időtől független peremfeltétel és az inhomogén u(x, y, 0) — f(x, y) 
kezdeti feltétel mellett kell megoldani. 
Ennek a feladatnak a megoldása úgy történik, hogy először meghatározzuk az 
(1) LAPLACcE-egyenletnek az adott peremfeltételt kielégítő ut megoldását, majd meg- 
keressük a (3) egyenlet azon homogén peremfeltételt kielégítő ut! megoldását, mely 
az u? függvénnyel módosított utt(x, y, 0) — f(x, y) — ut(x,y) kezdeti feltételt elégíti 
ki. Problémánk megoldását az 
u — ut hutt 
függvény fogja szolgáltatni, 
ut: meghatározása az előző, b) pontbeli módszerrel lehetséges. 


b) Laplace-transzformáció 


A LAPLACcE-transzformáció akkor használható, ha az egyik változó, pl. t szerinti 
deriváltak közül legfeljebb csak a k-adik derivált szerepel az egyenletben, és a mellék- 
feltételek szerint a megoldásfüggvény első k — 1 deriváltját a t — 0 helyen ismerjük. 
Ekkor z szerinti LAPLACE-transzformációt végezve, a független változók száma eggyel 
csökken. A LAPLACE-transzformáció technikájának elsajátítására KoNToRovICs: Ope- 
rátorszámítás c. magyar fordításban megjelent könyvét ajánljuk az olvasónak. 

A következőkben ismertetjük a LAPLACE-transzformáció elméletének néhány 
fontos tételét, melyekre a feladatok megoldása során szükség van. 

Az F(2) függvény LAPLACE-transzformáltjának az 


00 


fp) — [ert FC) dt 


0 
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függvényt nevezzük, ahol p a Re p 5p, feltételt kielégítő komplex érték. A LAPLACE- 
transzformáltat így jelöljük: 
fp-2(FOj. 


Egyszerű helyettesítéssel adódnak a következő, ún. eltolási tételek: 
Ha f(p) telenti az F(t) függvény transzformáltját, akkor az 


F(at— b), h t—bzo, 
F. (2) — td 945 9M 78 za (a50,0b20) 
0, ha at—bc0 
függvény transzformáltja 


1 -2p p 
Jas a" Í E]; 


továbbá az 
reécp -t d) 
függvény az 
F(g-leetp[/ 
sel c 
függvény transzformáltja. 
A derivált és integrálfüggvény LAPLACE-transzíormáltjat 


Legyen f(p) — £íF(D), és számítsuk ki az F"(£) transzformáltját. Parciális integrá- 
lással kapjuk, hogy 


oo 


2(F0)— [e8Fe0 dt — [er FIZE 4 p [277 F() dt — 
0 


f1 
— — F(0) 4 p 2 (F0j — — F(0) -- pf(p), 
mivel az f(p) létezéséhez már implicite feltételeztük, hogy 


lim [e7PtF(2)]— 0. 
1 00 


Hasonlóképpen kaphatjuk meg az integrálfüggvény LAPLACE-transzformáltját isz 
t 


1 
S J F(r) dr 7 5 2 (FO). 
0 


Tehát azt az alapvető tényt állapíthatjuk meg, hogy a függvényeken végzett 
differenciálás, illetve integrálás a transzformált függvényeken végrehajtott algebrai 
műveleteknek felelnek meg. 


A konvolúció-tétel: 
Az F.(t) és F.(t) függvények konvolúciójának a következő függvényt nevezzük: 


t t 
FG) — [ F1(t — 7) F.(r) dr — [ Fi(7) Folt — 7) dr, 
0 ; 0 


és a következő módon jelöljük: 
F(0 — FF, 
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belt Eső A 


Két függvény konvolúciójára a következő, ún. konvolúció-tétel áll fenn: 


£ (Fi s F.j — 22 tFej. 


Tehát a konvolúció transzformáltja a konvolvált függvények transzformáltjainak 
a szorzata. 
Inverz LAPLACE-transzformáció: 


Adott f(p) LAPLACcE-transzformálthoz az eredeti F(t) függvény a következő 
RIEMANN—MELLIN-formulával állítható elő: 


0Ttios 
1 
EJ sa J elp f(p) dp, 


ahol c" olyan valós szám, melyre fennáll, hogy az f(p) függvény a Rep — a félsíkban 
reguláris, 


LAPLACE-transzformációs táblázat 


ssászzáás vélsz ik sámmzzágs 


c-tioo 


9-7 [e án 


c€c— io 


Konvolúció-tétel: 


; fi. fele 
[ 71(7) felt —r) dr 


0 


ert f(2) 
Má tza 
0 ÜsStca 


oo 


1 ne 
—— ii e 8 f(xydx 
al 4 
0 
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oo 


e(p) — ] ert f(g) dt 
0 
p g(p) — 1(0) 


n—1 
p" g(p) — S pert feX0) 
1—1 . 


81(p), g2(p) 


g1(D) " g2(p) 


g(p — a) 


teát e ——— 


e7"P g(p) 


77 ÁVP) 
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